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Resumen:

Sin duda, y asi lo pueden asegurar muchos profesores y profesoras, uno de los conceptos
matematicos que mayor dificultad presenta en el avance de los y las estudiantes en la educacion
basica es el de las fracciones. Las diferencias epistemoldgicas respecto de los numeros naturales, que
es lo que han trabajado antes de enfrentarse a este tema, producen obstdculos importantes en su
comprension y en su aprendizaje. Estos obstaculos permanecen en el tiempo y son arrastrados hasta

bien avanzada la educacién secundaria’, e incluso, hasta la educacién superior o terciaria.

Dentro de este tema, la operatoria con fracciones, en particular la aditiva, suele traer mas
inconvenientes de los deseados a los estudiantes, planteando un desafio al docente, quien debe

gestionar el aprendizaje.

Utilizando como soportes tedrico principal la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau
(Brousseau, 1986), las nociones de tarea y técnica de |la Teoria Antropoldgica de lo didactico (TAD), y
las nociones de convencion matemdtica y de resignificacion planteadas por Martinez Sierra (2005) y
por Garcia y Montiel (2007) respectivamente, disefiamos una secuencia didactica que aborda la

adicién de fracciones .

Utilizando la ingenieria didactica como metodologia, analizamos las dimensiones: epistemoldgica,
diddctica y cognitiva relativas a su proceso de ensefianza-aprendizaje con el objeto de determinar
cuales son las condiciones en las que la fraccidn se constituye como un conocimiento funcional para

los estudiantes.

Atendiendo dichas condiciones y las acciones que realizan los estudiantes en cada situacion,
utilizando el concepto de convencién matemadtica como una metafora de aprendizaje y la nocién de
resignificacion para dar cuenta del caracter dinamico de la construccion de los conocimientos,
disefiamos, pusimos en escenay analizamos los resultados de la secuencia cuyo objetivo fue que las
y los estudiantes construyesen progresiva y fundamentadamente un procedimiento para sumar
fracciones, y que a través de dicho proceso resignificasen el algoritmo convencional aprendido

previamente como una abreviacién del recién construido.

! El sistema educativo chileno consta de ocho afios de educacion bésica, o educacion primaria (1° a 8° afio
basico, estudiantes de 6 a 13-14 afios); y de cuatro afios de educacidon media o secundaria (1° a 4° afio medio,
estudiantes de 14 a 17-18 afios).



Abstract:

Without a doubt this be can be assured by many teachers, one of the most difficult mathematical
concepts for the successful learning of students in primary education is the concept of fraction.
Epistemological differences with respect to the natural numbers, which is what they have been
working on before approaching this issue, cause significant obstacles in their understanding and
learning. These obstacles remain over the years and are easily carried forward into late years of high

school2, and even into tertiary or higher education.

Within this topic, the operations with fractions - including the additive - usually cause students more
problems than expected, posing a challenge to teachers who must manage to provide effective

techniques for the students’ learning.

By using as main theoretical supports the theory of didactic situations (TDS) of Brousseau (1986), the
notions of task and technique of anthropological theory of didactics (TAD), and the notions of
mathematical convention and of resignification raised by Martinez Sierra (2005) and Garcia and
Montiel (2007) respectively, we have designed a teaching sequence that addresses the addition of

fractions.

By using teaching engineering as a methodology, we analyzed the following: epistemological,
didactic and cognitive aspects related to their teaching-learning process in order to determine the

conditions under which the fraction is constituted as a functional knowledge for students.

Taking into consideration these conditions and actions that the students perform in each situation,
and using the concept of mathematical convention as a metaphor for learning and the notion of
resignification in order to convey the dynamic nature of knowledge construction, we have designed,
put on stage and analyzed the results of a sequence aimed at students to construct a procedure for
adding fractions in a progressive and justified way. By being involved in the procedure the goal was
for students to re-define the previously learnt conventional algorithm as an abbreviation of the

recently built algorithm.

? The Chilean education system consists of eight years of primary school (1st to 8th Grade, 6 to 13-14 year old
students); and four years of secondary school — equivalent to high school (1st to 4th Secondary Grade, 14 to
17-18 year old students).



Introduccion

-Tengo que buscar los multiplos de los numeros de acd abajo
[se refiere a los denominadores 2 y 4, ilustracion 1]. Escribe
secuencialmente la “tabla de los multiplos de 2 y la de los
multiplos de 4”

llustracion 1

-Se tiene que repetir el menor numero, lo encerramos y vemos
en qué lugar queda [ilustracidon 2], éste queda en el 1° y
amplificamos, este otro queda en el
2° 'y amplificamos®. Y anota los
numeros 1y 2 sobre las fracciones
[ilustracion 3].

llustracién 3

llustracion 2

-Después aqui, tengo que restar, uno [el factor de
amplificacién de la segunda fraccién] menos cuatro
[el denominador de la segunda fraccién] son tres.
Anota el tres en el numerador de la fraccidn
“amplificada” [ilustracidn 4] y continda del mismo
modo: uno [el factor de amplificacion de la
llustracién 4 segunda fraccion] menos 3 [el numerador de la

segunda fraccién] son dos [lo anota en el
denominador] aquiseria dos menos dos son cero, [lo anota en el numerador] y aqui
dos menos tres son una [lo anota en el denominador].

Es decir, en vez de multiplicar para amplificar las fracciones y expresarlas como
otras equivalentes a las originales pero con iguales denominadores, resta el numero
auxiliar (el factor de amplificacién) con el numeradory lo anota en el denominador,
de la misma manera resta el nimero auxiliar con el denominador y lo anota en el
numerador. Justifica dicho procedimiento diciendo “como en este caso es resta se
hace con resta”.

Descripcion de parte del procedimiento para restar fracciones de una estudiante de 6° afio basico del
sistema educativo chileno

3 g , . . . . . .
“Amplificar” es el término utilizado en Chile para referirse al proceso de busqueda de una fraccion

equivalente mediante la multiplicacidon de numerador y denominador por un mismo factor. “Simplificar” es el
proceso inverso: dividir el numerador y el denominador por un factor comun.
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Los saberes matematicos son un producto cultural. Han surgido como parte de la actividad humana
en el proceso constante de ir construyendo su realidad. En ciertos momentos histdrico-culturales
bien precisos, han dado respuestas a problematicas o necesidades sociales especificas. Al igual que
otros saberes construidos socialmente, el pensamiento matematico es una forma de pensar
particular que permite al ser humano transformarse a si mismo y a su realidad (G. Martinez-Sierra,
2005).

Sin embargo, usualmente en el sistema de ensefianza predomina una concepcién en la que la razén

de ser de los conocimientos matematicos son olvidados, y a los estudiantes sélo llega el “asi se
hace”, esperando que retengan el cdmo sin el por qué. Por lo general, las practicas educativas no dan

cuenta de la historia ni del sentido de los objetos matematicos.

En este escenario, resulta dificil para los y las estudiantes construir un significado para un concepto
multifacético como las fracciones, y mas aun lo es dotar de sentido a los algoritmos para operar con
ellas. Como los algoritmos tradicionales, suelen ser abreviaciones de procesos mas extensos, en los
que si se pueden apreciar los fundamentos matematicos de los procedimientos, con frecuencia los y
las estudiantes sélo logran retener una seguidila de pasos mecanicos que carecen de
argumentacion, y que dan origen a “procedimientos” como el descrito al inicio de este apartado.

Esta investigacion, tiene como objetivo adentrarse en la teoria para recabar elementos
epistemoldgicos, cognitivos y didacticos con los cuales disefiar una secuencia didactica que permita
que los estudiantes transiten desde la concepcién de la fraccidén como una parte de un todo hacia la
fraccion como un objeto que sirve para expresar medidas o cantidades no enteras, para desde alli
construir, mediante un proceso de convencidn matematica, un procedimiento que permita operar
aditivamente las fracciones con sentido. Con ello se produce necesariamente una resignificacion del
concepto de fraccidn y se supera el conflicto cognitivo suscitado por la excesiva mecanizacién de los
algoritmos, y por laincomprensién de los fundamentos que lo sustentan.

El aporte inmediato de esta investigacion, es contribuir a la comprensién del concepto de fraccién, y
particularmente, al mejoramiento del trabajo aditivo con fracciones.

En los capitulos siguientes se abordan detalladamente los aspectos que constituyen nuestro trabajo
de investigacién. En el primer capitulo se revisan los antecedentes, el problema de investigacion vy el
objetivo. El capitulo 2 se refiere a los fundamentos tedricos en los que nos basamos para realizar
esta investigacion, y el tercero, a los metodoldgicos. El cuarto capitulo da cuenta de las diversas fases
que constituyen el disefio de una secuencia didactica. En el capitulo 5 analizamos los resultados de la
puesta en escena, y en el sexto establecemos las conclusiones de la investigacion. El altimo capitulo,
presenta las referencias bibliograficas que hemos utilizado a través de las diversas fases del presente
trabajo.
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1 Antecedentes y problema de investigacion

1.1 Antecedentes

Histéricamente, la ensefianza y el aprendizaje de las fracciones ha conflictuado a estudiantes vy
profesores. En la busqueda de una explicacion a dicha dificultad, se han realizado numerosas
investigaciones en diversas partes del mundo (Charalambous y Pitta-Pantazi, 2005; Fandifio, 2005;
Flores, 2010; T. E. Kieren, 1988; S. Llinaresy M. V. Sanchez, 1997; Perera y Valdemoros, 2007)

En la actualidad, una de las hipétesis que ha cobrado mas peso es la que establece una relacion con
su cardcter polisémico, es decir, la multipliddad de significados® asociados a las fracciones seria un
factor preponderante que dificulta su aprendizaje.

En la investigacion titulada Significados asociados a la nocion de fraccion en la escuela secundaria
Flores (2010), confirma dicha hipdtesis sefalando que la variedad de significados asociados a la
fraccion es la razon principal de las dificultades con el concepto y con sus operaciones. (Flores, 2010,
p. 93). La investigacion realizada por Flores (2010) contemplé una revision de investigaciones
relacionadas con los significados de los nimeros fraccionarios, un andlisis del programa de estudio y
de tres series de libros de texto de la escuela secundaria en México, y la aplicaciéon de un
cuestionario de problemas a estudiantes secundarios.

A través de su trabajo, Flores pudo determinar que en el discurso matematico escolar mexicano
estan presentes al menos 11 de los 14 significados asociados a la nocién de fraccién revisados.
Mediante el andlisis de las producciones de los estudiantes fue posible constatar que uno de los
significados mas presente es el de y que hay escasa presencia de nociones como equivalencia,
particién y unitizacidn. Se evidenciaron dificultades con la presencia de varios significados en un
mismo problema; con los cambios de registro (geométrico, algebraico); y particularmente con los
cambios de referente, cuando es preciso arribar a una “nueva unidad” para solucionar el problema
(unitizacién). Por otra parte, se constatd que los estudiantes recurren al trabajo con numeros
decimales para evitar hacerlo con las fracciones.

La nutrida revision de las investigaciones mexicanas recientes en torno al tema que realiza Flores
(2010) evidencia la preocupacién por el significado. Figueras (1988, citado por Flores, 2010) en su
investigacion denominada Dificultades de aprendizaje en dos modelos de ensefianza de los
racionales, en la que trabajo con nifios de 1° grado de educacidon secundaria en México (11 a 14

N Hay multiples acepciones para el concepto de significado. Para Saussure(1945), es el contenido mental que se
le da a un signo linglistico, en cambio Wittgenstein (1922) plantea que éste deviene del uso, de la funcién del
signo. En el ambito de la matematica educativa, consideraremos la definicidn propuesta por Flores, (2010) “el
significado de un concepto matematico descansa fundamentalmente en las situaciones que nos permiten
describir y en los problemas que nos permiten resolver de una manera eficaz”
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afios), llegd a establecer que los nifios tenian concepciones erréneas del conce pto. Avila y Mancera
(1989, citado por Flores, 2010), en La fraccion: una expresion dificil de interpretar, investigacion
realizada con ninos de sexto afio de educacion primaria y de 1° de secundaria, establecieron que los
libros de texto introducen aisladamente diversas interpretaciones del concepto de fraccidon: “como
parte de una magnitud continua o discreta (figuras geométricas o colecciones de objetos), como
porcentajes, como razones y como medida”(citado por Flores, 2010, p. 18), y detectaron que los
estudiantes tenian dificultades para establecer la relacidn parte-todo y para ir mas alld de las
I” (Avila y Mancera, 1989, citada en Flores
2010). En La construccion del lenguaje de las fracciones y de los conceptos involucrados en él,

conceptualizaciones basadas en el “modelo del paste

(Valdemoros, 1993, citado en Flores 2010), la autora concluye que los estudiantes manifiestan una
yuxtaposicion de representaciones de distinta naturaleza. En La nocidn de razdn en las matemdticas
de la escuela primaria, Block (2001, citado por Flores, 2010) investiga “la forma en que la nocién de
razén — en situaciones determinadas — subyace a ciertas nociones que son objeto de ensefianza en la
escuela: medida y aplicacién, nimero natural y racional” y concluye que dicha nocién es la base o

andamiaje sobre el que se construyen otros significados de las fracciones

Respecto a investigaciones realizadas fuera de México, Flores (2010) se apoya fuertemente en la
obra de Fandifio (2005, citada por Flores, 2010) quien, en su investigacion Aspectos diddcticos y
conceptuales de las fracciones, realiza una revision, a lo largo de 6 afos, de muchisimos trabajos en
torno a las fracciones, lo que, por una parte, le permite distinguir las tendencias de los estudios
sobre fracciones en diversos periodos de tiempo entre los afios 1960 y 2005, y por otra, le permite
recopilarinformacion acerca de los significados de las fracciones.

Fandifio distingue tres periodos de tiempo, en los cuales esta siempre presente el tema de los
significados. En el primer periodo (1960 a 1980) el problema de los significados era la tendencia
central. En el segundo (1980 a 1990), ademas se incluyen otros tépicos tales como la relacién entre
las fracciones y los nimeros decimales, el aprendizaje en general y el aprendizaje de |la operatoria;
en este periodo, surgen con fuerza los planteamientos de Brousseau en relacién con la ensefianza de
los nimeros decimales y la preocupaciéon por el nimero racional en EEUU, que en adelante se
tornardn muy relevantes. De manera que en el Ultimo periodo, (1990 a 2005) las investigaciones se
refieren a dreas mas especificas: fracciones, nimeros decimales, nimeros racionales y algunas
combinaciones como: fracciones y numeros racionales, y fracciones y nimeros decimales (Flores,
2010, p. 16).

Es asi como a través de la revisidén de las investigaciones de cada uno de dichos periodos, Fandifio
llegd a establecer 14 significados distintos para el concepto (Fandifio, 2005, citado por Flores, 2010):

La fraccion como parte de un todo a veces continuo, a veces discreto.
La fraccion como cociente.

La fraccion como razén.

La fraccion como operador.

La fraccidon en probabilidad.

La fraccidn en los puntajes.

ouhkwNRE
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7. Lafraccion como numero racional.

La fraccién como punto de una recta orientada.

9. Lafraccion como medida.

10. Lafraccién como indicador de una cantidad de eleccién en el todo
11. Lafraccién como porcentaje.

12. Lafraccién en el lenguaje cotidiano.

13. La conceptualizacidn de la fraccién en la teoria de Vergnaud.

14. La conceptualizacion signo —objeto de Duval

%

En un trabajo posterior, que Valdemoros realiza junto a Perera, Propuesta diddctica para las
ensefianza de las fracciones en cuarto grado de educacion primaria (Perera y Valdemoros, 2007), las
autoras plantean un alternativa diddctica para ensefiar algunos significados asociados a las fracciones
en cuarto grado de educacién primaria en México. Pero esta vez el énfasis esta puesto no sélo en los
significados que piensan es pertinente abordar, sino en la manera de abordar el proceso de

ensefianza aprendizaje, explicitamente sefialan que su objetivo fue:

Establecer si una ensefianza matemadtica realista y ludica, realizada con un enfoque
constructivista, propiciard en el nifio de cuarto grado de educacion primaria la elaboracion de
la nocién de fraccion y los significados de medida, cociente intuitivo y la idea embrionaria de
operador multiplicativo (Perera y Valdemoros, 2007, p. 2, las negritas no corresponden al
original).

Paraello, inicialmente, aplicaron un cuestionario a 30 estudiantes de 9 afios de edad que les permitié
saber lo que conocian los nifios acerca de las fracciones y seleccionar tres estudiantes para un
estudio de casos. El cuestionario contempld tres bloques en los que se abordan las fracciones como
medida, como cociente intuitivo (reparto) y como operador multiplicativo, respectivamente. En
segundo lugar, implementaron un programa constructivista de ensefianza que aborda la fraccién en
los tres significados mencionados, a través de situaciones ludicas vinculadas a la vida real. Por ultimo,
aplicaron un cuestionario final en el que se plantearon tareas andlogas a las del cuestionario inicial.
Las autoras concluyen que su programa favorecié la consolidacion de las nociones relativas a la
fraccion, salvo en el caso de la fraccion como operador multiplicativo, puesto que los nifios lograron
realizar tareas que implicaban reducir los lados de una figura a la mitad, pero un grupo importante
no lo logré cuando se les pedia los redujeran a un tercio. Este estudio entrega interesantes
elementos en relacidn a las implicancias del trabajo con algunos significados de las fracciones, pero

no analiza especificamente el tema de la operacién con fracciones.

La revision hecha con anterioridad, nos permite afirmar que los significados asociados a las
fracciones, efectivamente inciden en la manera en que éstas se aprenden, pero, tal como
observamos en el Ultimo trabajo no son el Unico factor a considerar.
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Las fracciones en el curriculum chileno

En el curriculum chileno, las fracciones se abordan en cuarto, quinto y sexto afo basico. En cuarto se
introduce la nocidn, en quinto se aborda la operatoria aditiva y en sexto la multiplicativa.

Segun lo indican los Programas de estudio del Ministerio de Educacion (2006b), las fracciones se
debiesen introducir en cuarto afo basico

... Como numeros que dan respuesta a situaciones en que no se puede cuantificar
a través de los numeros naturales. En efecto, las fracciones permiten cuantificar
trozos o partes de objetos, colecciones o unidades de medida. Se trata de que
alumnos y alumnas, a través de actividades con material concreto, puedan
identificar, representar, leer, escribir y resolver situaciones problemdticas en las
que participan las fracciones de uso mds frecuente, como son, por ejemplo,

medios, tercios, cuartos, décimosy centésimos (Mineduc, 2006b, p. 142)

Pese a que el enfoque propuesto por el Ministerio de Educacion alude al sentido amplio de la
fraccion, y a que indica expresamente que se trabajen situaciones de reparto equitativo: Por ejemplo,
repartir 5 papeles entre 2 nifios o nifias. Se trata de que descubran que cumplir la tarea significa darle
a cada uno 2 papeles enteros y el que sobra deben partirlo para poder continuar con el reparto
(Mineduc, 2006b, p. 180), usualmente se lo aborda exclusivamente como una parte de un todo que
ha sido dividido en partes iguales, quizas porque es el significado mas conocido y asimilado por los
profesores, y no sienten la misma seguridad al abordar otras interpretaciones.

Posteriormente, en quinto basico se aborda la operatoria aditiva, y en sexto, la multiplicativa. En
ambos casos, implicitamente, se suelen ampliar los significados asociados a las fracciones a través del
trabajo con los textos escolares. Sin embargo, los docentes no son conscientes de ello, ni de las
implicaciones epistemoldgicas que trae consigo cada una de estas nuevas interpretaciones, producto
de que los argumentos iniciales (construidos al seno del significado parte-todo) ahora resultan
insuficientes para abordar algunas situaciones problematicas. Por ejemplo, en aquellas las que la
medida de una porcién o de una cantidad es mayor que la unidad naturalmente surge la pregunta
respecto de la posibilidad de utilizar mas partes de las que tiene un entero. En aquellas en las que el
entero a repartir es mayor que una unidad, como “al repartir dos chocolates entre seis personas a
cada una le toca un tercio” surge el siguiente conflicto écomo es posible que a cada una le toque un
tercio si eran seis personas y no tres? O el relativo al cambio de referente éCémo un tercio (de
chocolate) puede ser un sexto (del reparto)?.

El programa de estudio de quinto basico, cuando se refiere a los contenidos, menciona que se
abordaran las fracciones en situaciones correspondientes a diversos significados (particion, reparto,
medida...) (Mineduc, 20063, p. 88), pero no explica en qué consiste cada uno de esos significados, ni
reflexiona en torno al trabajo con ellos. Las orientaciones didacticas son bastante escuetas en este
sentido, sefialan que el objetivo del trabajo referido a la unidad de fracciones es

... ampliar y profundizar el uso y el conocimiento sistemdtico de las fracciones
como signos que permiten dar cuenta de acciones de fraccionamiento, como
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razones y con un status de numeros; es decir, que se pueden ordenar y se puede
operar con ellas, avanzando progresivamente a la asociacion, en términos
generales, de un entero a la unidad (uno)... (Mineduc, 2006a, p. 89)

y entrega algunas orientaciones referidas a su trabajo didactico en las que se sugiere realizar un
trabajo contextualizado en el que las regularidades, el lenguaje, las equivalencias se visualizan en la
resolucion de problemas numéricos y geométricos, con apoyo de materiales concretos y de
representaciones grdficas, apoyarse en el trabajo con la recta numérica para asociar la idea de entero
a la nocién de unidad y trabajar con el sistema de medidas incluyendo multiplos y submultiplos de
ellas (Mineduc, 20063, p. 89).

En relacidon con la operatoria aditiva con fracciones el programa de quinto basico indica que deben
ser realizadas con y sin apoyo de materiales concretos y representaciones grdficas, poniendo el
acento en el uso de fracciones equivalentes, en la estimacion de resultados y su evaluacion y
comprobacion (Mineduc, 2006a, p. 90) y no se refiere especificamente a los algoritmos.

El algoritmo mas tradicional, aln en uso, es el que utiliza el minimo comun denominador. Al revisar
bibliografia especifica que abordara el algoritmo aditivo en el sistema escolar, descubrimos que por
lo menos data de la primera mitad del siglo pasado. El profesor Manuel Lara, en el afo 1951, escribe
un libro de aritmética para el primer afio de humanidades (equivalente al primer afio de secundaria,
o al séptimo afio basico chileno actual) en el que aborda la adicion de fracciones del siguiente modo:

Para sumar fracciones de distinto denominador se las reduce a fracciones que
tengan el mismo denominador y enseguida se ejecuta la suma. El denominador
comun es el M.C.M. entre los denominadores.(Lara, 1951, p. 238)

El procedimiento para determinar el minimo comun multiplo, se ha explicado previamente como
sigue:

Para determinar el M.C.M. entre dos o mds numeros, por divisiones sucesivas, se

colocan estos numeros en renglon y enseguida se divide por el menor nimero

primo que divida alguno de los nimeros dados. El cociente se escribe debajo del

numero que fue dividido y se escriben de nuevo los numeros que no eran

divisibles por ese nimero primo. A los numeros del segundo rengldn se dividen

por el menor numero primo que pueda dividir a algunos de ellos y tenga como

cociente final 1 en todas las columnas.(Lara, 1951, p. 233)
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llustracion 5

La explicacion alude al uso de una tabla de descomposicion prima aun en uso. Finalmente, se deben
multiplicar los factores primos (ilustracion 5).

La reduccion de fracciones con distinto denominador a fracciones con un mismo numerador se
explica en otro apartado:

...se busca el M.C.M. entre los denominadores y ese M.C.M. es el denominador
comun de todas las fracciones propuestas.

Enseguida se amplifica cada fraccion por un numero tal que el denominador se
convierta en denominador comun. Se divide el M.C.M entre los denominadores
por cada denominador y el cociente obtenido multiplica al numerador
correspondiente. Este producto, es el nuevo numerador de la fraccion(Lara, 1951,
pp. 234, 235).

Es decir, cada uno de los procedimientos implicados en la adicién de fracciones es abordado

separadamente, sin asociar cada paso a un fundamento, ni a un contexto que les dé significado.

Esta misma secuencia de procedimientos para abordar la adicion de fracciones: calcular minimo
comun denominador mediante tabla de descomposicion prima, luego igualar denominadores
mediante amplificacion o simplificacion, para finalmente “sumar los numeradores y conservar el
denominador”, continta en uso hasta hoy.

Otra variante de este procedimiento son la de la multiplicacién cruzada y la de cuantas veces cabe,
ambas parten de la premisa que no se pueden sumar fracciones si no tienen igual denominador:

i) Se multiplican los denominadores entre si, generando el denominador de la suma. Luego se
multiplica en forma cruzada el denominador de una fraccién con el numerador de la otray
se generan dos sumandos a anotar en el numerador. Estos Ultimos se suman y se genera el
numerador de la suma.

ii) Se multiplican los denominadores para generar el denominador de la suma. Y luego, para
generar el numerador se formula la pregunta cudntas veces cabe el numerador de cada
fraccion en este nuevo denominador, la respuesta indica el nimero por el que se debe
multiplicar el numerador para generar uno nuevo. Se repite el procedimiento con el
numerador del otro sumando, y se suman los nuevos numeradores.

Como podemos observar, todos los procedimientos descritos abordan los términos de la fraccion
como entes separados, y si bien hacen hincapié en la necesidad de igualar los denominadores, no es
facil comprender por qué se hace lo que se hace.
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1.2 Problema de investigacion y objetivo

La experiencia docente de muchos profesores y profesoras indica que trabajar con fracciones
constituye una dificultad no menor para los estudiantes, incidiendo en la calidad de sus aprendizajes.
En particular, los mayores conflictos que se observan en el aula se producen a la hora de operar con
ellas. Los andlisis de las producciones de los estudiantes (Centro Felix Klein, 2010) muestran, con mas
frecuencia de la deseada, que los estudiantes las abordan en forma parcelada, como si una fraccion
fuese un numero compuesto por dos entidades independientes, el numerador y denominador.
Llinares y Sanchez (1997)sostienen que los estudiantes operan con ellos haciendo una extensién de
los algoritmos construidos para el trabajo con los nUmeros naturales, al trabajo con las fracciones.

Para llegar a conceptualizar la fraccién como un ndmero racional, es necesario abordarla desde las
distintas situaciones contextuales que han dado origen a sus diversos significados. En el apartado
anterior, hemos puesto de manifiesto que una de las caracteristicas que hacen del concepto de
fraccidn un tema matematico complejo es su polisemia. A través de dicha revisién, hemos observado
que esta multiplicidad de significados incide en el aprendizaje de los estudiantes. Sin embargo, ésera
la polisemia el factor mas preponderante en las dificultades de aprendizaje de las fracciones? Tratar
las fracciones con sus distintos significados, ¢sera suficiente para superarlas? El caracter multiple de
este concepto constituye una de las variables didacticas que incide su aprendizaje, pero también la
forma en que se le aborda en el Discurso Matematico Escolar (en adelante DME), dificulta su
conceptualizacion como un nimero racional, cuya principal funcionalidad es expresar cantidades
continuas. Como ejemplo de esto, la investigacion de Perera y Valdemoros (2007) aborda la
polisemia del concepto de fraccion, no sélo contemplando el trabajo con mas de un significado o
interpretacion de la fraccidn, sino aspectos relativos a la estrategia diddctica con que se le aborda.

Sin embargo, no sélo el trabajo conceptual en torno a las fracciones es un tema dificil de abordar por
alumnos y profesores, sino que también a nivel operatorio se presentan grandes dificultades. Dado
que la operatoria es el medio por el cual se resuelven las situaciones problema, en donde se
contextualizan y adquieren sentido cada una de las interpretaciones que hemos mencionado, nos
interesa indagar en el proceso de construccién de la operatoria, para identificar qué variables
debemos considerar para que los algoritmos utilizados tengan sentido para los estudiantes, y cémo
este trabajo permite contribuir al asentamiento de algunas de las interpretaciones mencionadas.

En particular, queremos plantear una propuesta que permita dotar de sentido tanto al concepto
como al algoritmo aditivo. Nos interesa abordar el algoritmo aditivo, porque las situaciones
problematicas que se resuelven con adiciones, son las que surgen con mas naturalidad en los
primeros anos de la escolaridad, y por lo mismo, persisten mas en el tiempo, y también porque el
nivel de complejidad del algoritmo aditivo en si, es mayor que el de los algoritmos multiplicativos.
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A partir de aqui, definimos la pregunta que guia esta investigacion:

¢Qué caracteristicas deberia tener una propuesta didactica que busque resignificar el
algoritmo aditivo promoviendo la comprension tanto del concepto como del propio
algoritmo?

Una vez que nos insertamos en el trabajo operatorio para resolver problemas, lo procedimental y lo
conceptual no se pueden disociar como aspectos distintos. No es posible trabajar la operatoria por si
sola porque se fundamenta en el concepto.

Valdemoros y Perera (2007) hicieron un gran aporte en cémo trabajar el concepto, lo que
proponemos aqui es una propuesta de trabajo conjunto que relaciona concepto y procedimiento.

Como el procedimiento operatorio no puede vivir sin una nocidn conceptual, planteamos, la
resignificacion del concepto como medio para la resignificacion del procedimiento.

Por lo tanto, esta investigacion tiene como objetivo general:

e Construir una propuesta didactica que a través de un trabajo conceptual resignifique el
algoritmo para operar aditivamente con fracciones.

Para construir esta propuesta, utilizaremos la ingenieria didactica (Douady, 1996) como metodologia,
de manera que el objetivo general se operacionalizara en las siguientes fases:

o Disefar unasecuenciade actividades

o Experimentar esta propuesta para tener evidencias tanto de las hipdtesis que sustentan las
actividades como de los procesos de aprendizaje de los estudiantes.
o Analizar dichos resultados, para ser incorporados en una propuesta final.
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2 Marco Teorico

Para abordar esta problematica, hemos utilizado principalmente la aproximacién tedrica,
proporcionada por La Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau (1986), y las nociones
de convencion matemadtica (G. Martinez-Sierra, 2005), de tarea y técnica (Chevallard, 1999) y de
resignificaciéon (M. Garcia y G. Montiel, 2007).

Brousseau nos permite entender las relaciones entre los distintos actores del sistema didactico, y
nos brinda categorias para analizar las diversas situaciones que surgen en unasituacién de aula. La
nocién de convencién matematica de Martinez Sierray la de resignificacion de Garciay Montiel se
utilizan para dar cuenta del proceso de construccién social del conocimiento matemadtico. En este
caso, queremos utilizar un proceso de convencién matematica en momentos puntuales en el
transcurso de construccion del algoritmo, y el concepto de resignificacion pensamos debe recorrer
todala secuencia. Las nociones de tarea y técnica de Chevallard se utilizan para hacer algunas

distinciones especificas en la actividad de aula.

2.1 Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD)

Para comprender y analizar lo que ocurre en una situacidon de ensefianza aprendizaje al interior del
aula, y para el disefio de la secuencia diddactica, tomamos los siguientes planteamientos de la teoria
de situaciones didacticas de Brousseau:

e En el proceso de aprendizaje de las matemadticas en el aula participan el conocimiento
matemdtico, los estudiantes y el profesor. La interaccion entre estos tres polos (ilustracién 6) da
vida a las situaciones didacticas definidas por Brousseau (1986) como:

Un conjunto de relaciones explicitas y/o implicitas entre un alumno o un grupo de alumnos, un
cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo
(representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un saber
constituido o en vias de constitucion.

e Esta triada de elementos, cominmente llamada tridngulo didactico, da origen a tres dimensiones
de andlisis de los fendmenos didacticos surgidos: _
l SABER ]
a) La dimensidn epistemoldgica, referida a las caracteristicas A
del saber a enseifar. Dicho conocimiento se ha
desarrollado a través de la historia y es poseedor de una
naturaleza propia.

- P .
b) La dimensidn cognitiva, asociada a las caracteristicas del \% g
. , . il
conocer. Es decir, cdmo conocen los y las estudiantes. \i:;.;\ ’.‘dﬂ“/
! O,
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¢) La dimensién didactica, referida al funcionamiento del sistema didactico, y a cémo el
docente conduce o facilita la construccién del conocimiento por lustracién6
parte del estudiante.

Al interior de una situacion didactica, la relacion entre profesores y estudiantes esta regida por un
conjunto de comportamientos interrelacionados: aquellos que el profesor espera de los y las
estudiantes y aquellos que los y las estudiantes esperan del profesor (responsabilidades, plazos,
uso o no de ciertos recursos, etc). Este conjunto de pautas de comportamiento, es denominado
contrato didactico (Brousseau, 1986), y de él se desprenden reglas explicitas e implicitas acerca
de lo que cada uno debiese hacery exigir al otro en una actividad de aula.

Los saberes sufren un proceso de transposicion didactica mediante el cual el saber sabio es
transformado en saber ensefiado; sin embargo, usualmente, la forma de presentar los contenidos
en el aula elimina completamente la historia de los saberes (Brousseau, 1986)

La evolucidon del comportamiento de los y las estudiantes en relacion con su proceso de
apropiacién del saber depende de las caracteristicas y condiciones presentes en la situacion
didactica. El control de dichas condiciones o variables didacticas “permitird reproducir y optimizar
los procesos de adquisicion escolar” del conocimiento en estudio (Galvez, 1994, p. 40)

Una parte importante del andlisis de una situacion diddctica, lo constituye la identificacion de las
variables diddcticas y el estudio, tanto teérico como experimental, de sus efectos. Lo que interesa
son los intervalos de valores de estas variables que resultan determinantes para la aparicion del
conocimiento que la situacion diddctica pretende ensefiar. Se trata de apreciar las condiciones de
las que depende que sea ése el conocimiento que interviene y no otro. (Gdlvez, 1994, p. 44)

Las variables didacticas, entonces, son aquellos elementos de la situacién que pueden ser
controlados y modificados por el docente, para provocar un cambio de estrategia en los y las
estudiantes de manera que pueda llegar al saber matematico deseado.

Considerando dichas ideas claves, Galvez (1994) describe muy bien cual debe ser el foco de andlisis

de las situaciones de aula:

El objetivo fundamental de la Diddctica de las Matemdticas es averiguar como funcionan las
situaciones diddcticas, es decir, cudles de las caracteristicas de cada situacion resultan
determinantes para la evolucion del comportamiento de los alumnos y, subsecuentemente, de sus
conocimientos.

Por otra parte, Brousseau establece una clasificacion de situaciones experimentales, segun la accidn

gue estan realizando los estudiantes. Distingue cuatro tipos:

a) situaciones de accion en las que los y las estudiantes interactian con el medio fisico para
resolver la tarea o problema encomendado

b) situaciones de formulacion, en la que las y los estudiantes se comunican informaciones entre
si, discuten estrategias, etc

c) situaciones de validacion, en las que los y las estudiantes deben elaborar pruebas para
convencer a otros sobre la validez de sus afirmaciones
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d) situaciones de institucionalizacidn, en las que participan tanto profesores como estudiantes,
puesto que se trata de estos Ultimos asuman la significatividad de un conocimiento
construido por ellos mismos en las situaciones previas, como una convencion social. (Galvez,
1994)

2.2 Lasnociones de Tareay Técnica

Para organizar algunos aspectos especificos de la actividad matematica en el aula, utilizaremos
algunas nociones propuestas por Chevallard en su Teoria Antropolégica de lo Didactico (en adelante
TAD)

Para Chevallard el conocimiento matematico es producto de una actividad humana que involucra
tareas que resultan problematicas para una determinada comunidad en un momento especifico y es
producto de un proceso de estudio. En concordancia con ello, propone una modelizacién de la
actividad matematica.

Tomando como unidad de andlisis la nocién de la organizacion matematica (OM), Chevallard plantea
un modelo praxeoldgico que distingue los elementos asociados al saber hacer, de los fundamentos
que explican dicho saber hacer. Al primer grupo de elementos los denomina bloque practico-técnico
cuyo foco es el saber hacer, alli es posible distinguir tipos de tareas y tareas especificas a resolver por
los estudiantes, y técnicas mediante las cuales se realizan esas tareas. El segundo bloque,
denominado bloque tecnolégico-tedrico, se concentra en el saber. Comprende las descripciones,
explicaciones y justificaciones de las técnicas que se utilizan, agrupadas bajo el nombre de
tecnologia; y también el discurso que, a su vez, describe, explicay justifica la tecnologia: |a teoria.

Para la evolucién de la secuencia didactica, utilizaremos las nociones del bloque practico técnico
(tarea y técnica) y articulandolas con la nocién de variables didacticas de Brousseau, por cuanto
estas Ultimas, posibilitan graduar tanto el grado de dificultad de la tarea a la que se enfrenta el
estudiante como la o las técnica(s) que utiliza para resolverla

Las tareas son las actividades concretas a desarrollar por los estudiantes: problemas, ejercicios,
demostraciones, construcciones geométricas, etc. Y las técnicas son los procedimientos utilizados
para llevar a cabo esas tareas. Es interesante notar que pese a que en el ambito de las matematicas,
las técnicas suelen considerarse universales, Chevallard sefiala que estas varian de institucion en
institucioén:

...en una institucion | dada, y a propdsito de un tipo de tareas T dado, existe en general
una sola técnica, o al menos un pequefio numero de técnicas institucionalmente
reconocidas, con la exclusion de técnicas alternativas posibles -que pueden existir
efectivamente pero en otras instituciones.(Chevallard, 1999)

El objetivo ultimo de la secuencia didactica contenida en esta investigacidén, es que los y las
estudiantes construyan un procedimiento (una técnica) para sumar fracciones, y que a través de
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dicho proceso de construccién puedan resignificar la técnica que han conocido en su institucion
educativa. Por lo tanto, la progresion de tareas propuestas en la secuencia didactica serd construida
considerando la relacion entre las condiciones o variables presentes en cada una de ellas y las
técnicas que esperamos vayan construyendo los y las estudiantes para resolver dichas tareas. De
manera de promover la apropiacién paulatina del saber en cuestién: la operatoria aditiva con
fracciones.

2.3 Lanocion de Convencion Matematica.

Por otra parte, se utiliza la nocidn de convencién matematica con la intencién de cuestionar la idea
de validez universal del conocimiento matemadtico e invitar a preguntarse sobre las condiciones
sociales de dicha validez convencional.

Cada vez son mas los enfoques que contradicen la idea de la “pureza” del conocimiento matemitico,
dando cuenta del rol de lo social en su constitucién: la nocién de contrato didactico de Brousseau
sefiala la importancia del contexto escolar en las situaciones de aprendizaje, la teoria antropoldgica
de Chevallard pone en el tapete el rol de las instituciones (G. Martinez-Sierra, 2005), y la teoria de las
representaciones sociales (Jodelet, 2000), releva el papel del conocimiento de sentido comun en la
construccién del conocimiento matematico.

La nocidn de convencién matematica también se refiere a la importancia de lo social en la
construccién del conocimiento matematico. El concepto surge al seno de la aproximacidn
socioepistemoldgica en Matematica Educativa, cuya caracteristica fundamental es incorporar la
dimensidn social en la construccién del conocimiento matematico. La socioepistemologia es una
aproximacién tedrica sistémica que considera que el conocimiento no sélo es el resultado de la
adaptacion de las explicaciones tedricas con las evidencias empiricas puesto que dicho proceso
ocurre en un escenario socialmente situado.

En el marco de dicha linea de investigacidn, surge la nociéon de convencion matemadatica como un
proceso constituyente en la construcciéon del conocimiento matematico. El concepto se origina a
partir de una investigacion que aborda las dificultades para brindar significado a potencias con
exponentes no naturales. El estudio histdrico epistemoldgico mostré que:

El significado de los exponentes no naturales es convenido para posibilitar la construccion de cuerpos
unificados y coherentes de conocimiento matemético (es decir para la integracion sistémica de
conocimientos). (Martinez-Sierra, 2009)

A partir de alli se generaliza esa forma de construccion como convencion matematica. Es decir, la
convencién matematica es una practica social, y un proceso funcional cuyo objetivo es lograr una
integracion sistémica de un conjunto de conocimiento. (Martinez-Sierra, 2009)
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En sus cortos afios de existencia, el concepto de convencién matematica, ha sido util para explicar
algunos fendmenos didactico-cognitivos y también para interpretar procesos epistemoldgico-
cognitivos.

En este estudio en particular utilizamos la nocién de convenciéon matematica para explicar parte del
fenédmeno didactico—cognitivo que se expresa en las multiples dificultades para operar aditivamente
con fracciones. Las cogniciones asociadas a la comprensidn del algoritmo para operar aditivamente
con fracciones, producen conflictos cognitivos tanto en estudiantes como en profesores, y el manejo
escolar de dichos conocimientos reproduce y perpetia el fendmeno didactico observado.
Especificamente, en esta investigacidn se propicia que los y las estudiantes convengan un algoritmo
que articule el procedimiento mismo con los fundamentos matematicos que lo sustentan.

2.4 Lanocion de Resignificacion

La nocidn de resignificacién también se utiliza en este estudio para dar cuenta de la vida social de un
conocimiento. Tal como plantean Garcia y Montiel (2007), “buscar la resignificacién de un concepto
supone que los estudiantes han tenido ya un acercamiento escolar del mismo” (p. 160), y en este
trabajo, al igual que las autoras, buscamos romper con las formas tradicionales de ensefanza del
algoritmo aditivo para fracciones.

De esta manera pretendemos tomar distancia de la idea que habla de la existencia de conceptos
puros, inmodificables, como si algun decreto divino les hubiese dado origen independiente de la
existencia humana. Garcia y Montiel, (2007) sefialan que “La nocién de resignificacién busca hacer
una distincidn de origen con respecto ala idea platdnica que establece la preexistencia de los objetos
y procesos matematicos y que implica considerar la unicidad de los significados. La nocién de
resignificacién emerge, entonces, como elemento para dar cuenta de que el conocimiento tiene
significados propios, contextos, historia e intensidn; lo que sefiala la posibilidad de enriquecer el
significado de los conocimientos en el marco de los grupos humanos” (P 159)
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3 Marco metodoldgico:

Para la construccién de la secuencia didactica se utilizara la ingenieria didactica como metodologia
de investigacidn.

3.1.1 Ingenieria Didactica
La ingenieria didactica surge en Francia en la década de los ochenta como método para las
realizaciones tecnoldgicas de investigaciones realizadas en el marco de laTAD y la TSD.

Su nombre se analoga a la actividad ingenieril en el sentido de que cuando se lleva a cabo un
proyecto éste debe realizarse bajo ciertos canones cientificos, peo también debe trabajar con
objetos que estan fuera del marco de las ciencias.

Este término es utilizado en el ambito de la didactica de las matematicas en dos sentidos: como
metodologia de investigacion y como produccion de situaciones de ensefianza y aprendizaje.

El término ingenieria diddctica designa un conjunto de secuencias de clase concebidas,
organizadas y articuladas en el tiempo de forma coherente por un profesor-ingeniero para
efectuar un proyecto de aprendizaje de un contenido matemdtico dado para un grupo concreto
de alumnos. A lo largo de los intercambios entre el profesor y los alumnos, el proyecto
evoluciona bajo las reacciones de los alumnos en funcion de las decisiones y elecciones del
profesor. Asi, la ingenieria diddctica es, al mismo tiempo, un producto, resultante de un andlisis
a priori, y un proceso, resultante de una adaptacion de la puesta en funcionamiento de un
producto acorde con las condiciones dindmicas de una clase.” Douady (1996, p. 241)

La ingenieria didactica como metodologia de investigacion se caracteriza por tener un esquema
experimental sobre la concepcidn, realizacidn, observacién y andlisis de secuencias de ensefianza, y
por el registro de los estudios de caso. Su validacién es esencialmente interna, pues estd basada en la
confrontacién entre el andlisis a priori y a posteriori (De-Faria, 2006)

Es una investigacion a nivel de micro-ingenieria, pues su objeto de estudio es un tema local
determinado y porque interesa considerar los fendmenos al interior del aula.

Etapas o fases del proceso, se distinguen cuatro fases (ilustracion 7): analisis preliminar; disefio y
analisis a priori de las situaciones didacticas; experimentacion; y andlisis a posteriori y evaluacion.

1. Primera fase, Analisis preliminares: Tiene por propdsito establecer los elementos tedricos
generales y los conocimientos didacticos relativos al tema en estudio, que deben ser atendidos para
la construccién de la situacion didactica. En este caso consideraremos:
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a) Andlisis de la naturaleza del concepto y de los algoritmos aditivos

b) Un analisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y obstaculos que
determinan su evolucion.

c) Como se enseia la operatoria con fracciones, entrevistas a profesores y analisis de textos

2. Segunda fase, Disefio y andlisis a priori de las situaciones didacticas:

Se selecciona un determinado numero de variables del sistema que se articulardn de determinada
manera para controlar los comportamientos posteriores de los estudiantes e intencionar la
emergencia de un conocimiento. Este analisis se basa en un conjunto de hipétesis y contempla una
parte descriptivay una predictiva.

3. Tercerafase, Experimentacion:

Es la implementacién de la secuencia didactica con una determinada poblacién de estudiantes. En
ella es necesario explicitar los objetivos de la investigacion y las condiciones de realizacion,
establecer el contrato didactico, aplicar los instrumentos de investigacion, registrar las
observaciones.

Si la experimentacion implica trabajar mas de una sesion, es adecuado hacer un analisis a posteriori
local, confrontando con los andlisis a priori, para poder hacer las correcciones necesarias.

4, Cuarta fase: Analisis a posteriori y validacion

En esta fase se organiza el conjunto de datos recolectados a lo largo de la experimentacién, es decir,
en las observaciones realizadas al implementar la secuencia de ensefanza: los registros escritos del
observador, los informes de los estudiantes si los hubiese, y los registros de audio o video.

Finalmente, para validar o refutar las hipétesis formuladas en la investigacién se confrontan los
analisis a priori y a posteriori.

‘Validacién

Experimentacion

'Diseﬁoy
analisis a
priori
.Anélisis
preliminar
llustracion 7
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4 Diseilo de la secuencia

4.1 Fase de planeacion: Analisis Preliminar

En este analisis, consideramos primeramente las caracteristicas del saber matematico en cuestion.
Para ello se realizdé un andlisis de la naturaleza del concepto a través de una revision acerca del
origen y el desarrollo del concepto de fraccion. En segundo lugar, analizamos las concepciones de los
estudiantes: qué entienden por fraccién, qué dificultades reconocen al trabajar con ellas. Con ello,
esperabamos poder conocer algunas caracteristicas cognitivas de los estudiantes y también, algunos
elementos relativos al sistema de ensefianza. Por ultimo, profundizamos la dimensidon didactica,
explorando coémo se ensefia la operatoria con fracciones, mediante un anadlisis de las concepciones
de los profesores y un andlisis de texto.

De esta manera esperamos poder determinar cuales son los elementos epistemolégicos, cognitivos y
didacticos que intervienen en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la operacidon aditiva con
fracciones. Y mas especificamente, cudles son las condiciones en las cuales se constituye la fraccion y
su operatoria aditiva como un conocimiento funcional para los estudiantes.

4.1.1 Andlisis epistemoldgico: El concepto de fracciéon

4.1.1.1 ;Por qué surgen las fracciones?

Llegar a la comprension del concepto de fraccion es un largo camino debido a sus multiples
interpretaciones, sin mencionar a las ya establecidas desde el lenguaje cotidiano, cuestién que suele
estar presente en los procesos de aprendizaje de estos temas (S. Llinaresy M. V. Sanchez, 1997).

Al hacerse la pregunta ”"équé son las fracciones?” es necesario preguntarse también como surgen, ya
que la concepcién de una idea matematica va directamente relacionada con su emergencia y
evolucidén histérica. En este sentido, no podemos desconocer que los objetos matematicos han sido
construidos a partir de alguna necesidad social: “todo conocimiento es una respuesta, una
adaptacion que la humanidad ha logrado ante situaciones que ha enfrentado o ante problemas que
se ha planteado” (Galvez, 1994). Por lo tanto, para entender el sentido de existencia de las
fracciones, es preciso investigar qué es aquello que les dio origen.

Segun los diferentes registros historicos, todo apunta a que fue la necesidad de medir y de resolver
situaciones de reparto, en las que el objeto medido, o la medida de la porcidn repartida, resultd ser
una cantidad no entera, lo que propicié la emergencia de lo que hoy llamamos fraccién. Ya en el
Chdéu—-Pei, obra matematica china escrita alrededor del 1200 ac5, aparecen diversos problemas en los

> Algunos historiadores ubican esta obra en el 300ac.
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gue se utilizan nimeros fraccionarios. Por otra parte, tanto los griegos como los romanos conocian
las fracciones unitarias de los egipcios, pero rehuian realizar calculos con ellas (Contreras, 2004)

El registro mas antiguo relativo a su origen se halla en las civilizaciones babilénica y egipcia.
Alrededor del afio 2500 ac, los babilonios decidieron uniformar sus medidas para facilitar sus
intercambios comerciales. Hasta entonces trabajaban con un sistema de subunidades: la unidad
menor era el dedo, 30 dedos componian un codo, y 120 codos una vara (Fowler, 2008). Una medida
determinada podia ser expresada en una cierta unidad de medida, por ejemplo siete codos, pero
cuando dicha medida no era una cantidad entera, surge la necesidad de fraccionar dicha cantidad,
por ejemplo, siete codos y un tercio de codo, permitiendo de esta manera cuantificarla. Como
alternativa a este sistema, se utilizaron submultiplos de dicha medida, o bien unidades de medidas
menores para complementar, por ejemplo, siete codos, un palmo y tres dedos. Sin embargo, a la
hora de operar con cantidades expresadas de ese modo, por ejemplo, multiplicar, la tarea se volvia
compleja. Asi, la fraccidn resultaba ser una nocidon mas eficaz para efectuar dichos calculos, al estar
expresada la medida en una sola unidad.

El concepto de fraccion también fue utilizado para medir porciones no enteras de un reparto. En el
papiro de Rhind, o papiro de Ahmés, documento escrito hace casi 4000 afios (1650 a.c.), es posible
apreciar la costumbre egipcia de expresar toda fraccion como una suma de fracciones unitarias.
Aparece, por ejemplo, la descomposicidn en fracciones unitaria de |a fraccion 2/47:

2/47 =1/30 + 1/141 + 1/470 (Pulpdn, 2008)

Este resultado se explica por la forma en que hacian la reparticidn. Por ejemplo, si querian repartir 4
panes en partes iguales entre 7 personas, los egipcios dividian cada pan en dos y entregaban medio
pan a cada persona. El medio restante, lo dividian en siete partes, cada una de las cuales
corresponde a un catorceavo de pan, y repartian una de aquellas partes a cada persona. Por lo tanto,

- G101 . . 4 ,
cada invitado recibia = + Ede pan, lo que en nuestra notacién actual equivale a = de pan® (Pulpdn,

2008)

En la medida que se institucionaliza la fraccion como un objeto matematico, éste se vuelve un tipo de
numero que permite expresar la medida de las porciones no enteras. Aun asi, seguia resultando
complejo operar con la notacidén egipcia que consideraba sélo fracciones unitarias. Los griegos, por
ejemplo, marcaban el numerador con un acento y el denominador con dos; o bien colocaban al
denominador sobre el numerador (como actualmente anotamos los exponentes). Finalmente,
fueron los hindues quienes resolvieron el problema de la notacidn, escribiendo el numerador sobre
el denominador. De hecho, los antecedentes mas antiguos acerca de la resolucion de operaciones
con numeros fraccionarios o quebrados, datan de Aryabhata, en el siglo VI d.C. y Bramagupta, en el
siglo VII d.C. Posteriormente, Mahavira, en el siglo IX y Bhdskara en el siglo Xll, sistematizan la
operatoria llegando al algoritmo actual.

6 , . L s . . . . . .. .
Se ha de hacer énfasis en quelos egipcios utilizaban casi exclusivamente fracciones unitarias, las Unicas excepciones
conocidas son las fracciones 2/3 y3/4
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Por su parte, la mayoria del mundo arabe utilizaba una escritura similar a |la egipcia para representar
fracciones. Pero es a mediados del siglo IX dc cuando Muhammad ibn M usa Al Khw arizm adopta la
notaciéon india al redactar un manual sobre aritmética que recoge precisamente toda la tradicidn
matematica india. No es sino hasta el siglo XIl que la obra de Al Khw arizm es traducida al latin, y uno
de sus grandes difusores -Leonardo de Pisa- comienza a hacer uso de la linea horizontal para
representar divisiones originando la notacién actual.

El uso social que se ha hecho del concepto de fraccién, tanto en las culturas antiguas como en la
época moderna, ha estado fuertemente vinculado a una relacion parte-todo basada en el reparto
equitativo. El ejemplo egipcio es iluminador, ya que ellos separaban el todo en partes, y éstas, a su
vez, se repartian equitativamente. Sin embargo, hay otras nociones de fraccién que emergen en la
historia. Si los egipcios hubieran denotado la reparticion del pan como 4/7, éstos hubieran
cuantificado la medida de la reparticion, y aunque se relaciona con la idea de parte-todo, la
concepcién predominante en este caso hipotético hubiera sido la fraccién como medida. Lo
importante de rescatar es que en ambos casos las fracciones se presentan como un constructo
matematico que permite expresar medidas o porciones (cantidades) no enteras de una unidad u
objeto unitario.

4.1.1.2 Vida actual de las fracciones: modelos tedricos contempordneos

Si bien el uso social predominante del concepto de fraccién, lo vincula a una relacién parte-todo, en
la actualidad la fraccién es utilizada en distintos contextos situacionales que dan origen a distintos
significados.

En el capitulo 1 sefialamos que diversos autores han dado cuenta de la multitud de significados en
que el objeto fraccion se ve involucrado, y que se ha llegado a recabar hasta 14 significados: la
fraccion como parte de un todo, como cociente, como razén, como operador, como probabilidad, en
los puntajes, como numero racional, como punto de una recta orientada, como medida, como
indicador de una cantidad de eleccién en el todo, y como porcentaje.

Sin embargo, no todos los significados se presentan con la misma fuerza, ni cobran la misma
importancia en el sistema escolar. Es el modelo propuesto por Kieren (1988), erigido sobre la base
de comprension del niumero racional, el que ha logrado un mayor grado de validacion social. Dicho
modelo concentra los cinco principales significados de fraccién:

.2 . . ., a8 . s
a) Fraccion como parte-todo o partes de una unidad: considera la fraccion , como la relacién que

“n

existe entre un todo “b” continuo o discreto dividido en partes alicuotas’, y una parte “a@” que
indica un cierto nimero de partes alicuotas del todo.

7 . , .
Se entiende por partes alicuotas las que son capaces de medir exactamente a su todo.
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.z e o oz o . s a . ..
b) Fraccion como division o cociente: la fraccion T es el resultado de una situacion de reparto

donde se busca conocer el tamafio de cada una de las partes resultantes al distribuir “a”
unidades en “b” partes iguales.

c) Fraccion como resultado de una medida: se relaciona con su origen histdrico correspondiente a
expresar una medida tal que no se puede cuantificar con una cantidad entera de unidades de
medida. En este caso la unidad de medida se ha dividido en “b” subunidades iguales y se ha
repetido “a” veces para completar la medida deseada.

“_n

d) Fracciéon como operador: |a fraccion es un objeto que modifica un valor multiplicandolo por “a” y

“_n

dividiéndolo por “b”, con “a” y “b” nUmeros enteros positivos.

e) Fraccién como razoén: la fraccidon indica una comparacion entre dos cantidades a y b citadas en el
mismo orden en que han sido comparadas.

Si realizamos una mirada transversal a estas cinco interpretaciones de fraccion, podemos notar que
en todas ellas, excepto en la fraccion como operador, hay un referente. En la interpretacién parte-
todo, la fracciéon depende de qué se considera por eso todo; en la interpretacion como division se
debe tener claridad qué es aquello que se reparte; al considerar la fraccion como medida, se debe
tener en cuenta la medida que se subdivide; y en la interpretacién como razén, la fraccion depende
de las cantidades que se comparan. Sin embargo, al considerar la fraccion como operador, nos
acercamos a la idea de la fraccion como nimero, despojado de referente concreto. Relevamos esta
vinculacion de la fraccion al referente dependiendo de su significado, pues influye en las propuestas
de actividades que se trabajan con los estudiantes en el aula. Proponer una actividad que utilice un
contexto determinado, requerird la reflexidén previa acerca de qué significado se le estd dando a la
fraccion en dicho contexto.

Por otra parte, llegar a conocer funcionalmente cada uno de estos significados o interpretaciones del
“mega” concepto de fraccién “conlleva el dominio de diferentes estructuras cognitivas, entendidas
como esquemas de pensamiento subyacente a las acciones necesarias para desarrollar tareas que

implican la idea de numero racional” (S. Llinares y M. V. Sanchez, 1997, p. 75) para cualquiera de
estas interpretaciones. Estas estructuras cognitivas condicionan significativamente las secuencias de

ensefianza de este concepto segin el momento de desarrollo en que se encuentre el estudiante.

Como ya se anticipa, es muy dificil aislar cada una de estas interpretaciones para llegar a la
comprension del nimero racional, ya que en mayor o menor medida, éstas estan vinculadas de
forma “natural”. Para comprender estas relaciones, los trabajos de Behr et al. (1983, citado en
Charalambous y Panzani, 2005) ofrecen un modelo mediante el cual podemos estudiar las relaciones
establecidas (flechas continuas) y las relaciones que se pueden conjeturar (flechas segmentadas).
Estos autores proponen una relacion entre las diferentes interpretaciones ya sefaladas por Kieren y

las operaciones basicas de fraccionesy la resolucidn de problemas (ilustracion 8).
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Parte — Todo / Particion

Razdn Operador Cociente Medida
1 S~ S 1 1
1 -~ ~ 1 1
1 S~ So 1 1
1 S~ S ! N !
1 ~_‘_~ SO N 1
* ~\~~’A v <« »r \‘ *
. . . Resolucion de .
Equivalencia Multiplicacién Adicidn
Problemas
llustracion 8

A partir de este modelo, Charalambous y Pitta-Pantazi (2005) sostienen, en primer lugar, que la
interpretacion parte-todo y su relacion con los procesos de particién, se considera fundamental,
aunque no suficiente, para desarrollar una adecuada comprensién de las demas interpretaciones de
las fracciones. En cualquier caso, la preponderancia de esta interpretacion es lo que justificaria que
en muchos curriculos este aspecto tome un rol central, sobre todo en los primeros afos en que se
introduce el concepto de fraccién (Baturo., 2004). En segundo lugar, el diagrama sugiere que la

II’

interpretacion de fraccion como razon se considera lo mas “natural” para promover el concepto de
equivalencia, y consecuentemente, el proceso de encontrar fracciones equivalentes. Ademas, la
concepcidn de operador y medida, ayudan de gran manera a desarrollar una comprensién solida de
la multiplicacién y adicion de fracciones, respectivamente. Finalmente, comprender las cinco
interpretaciones de las fracciones se considera indispensable para llegar a resolver problemas en el

campo de las fracciones.

4.1.1.3 La fraccién como medida

En consecuencia con los planteamientos del apartado anterior, nos concentraremos en los
significados de fraccién como parte-todo y como medida, significados que segun el planteamiento
de Llinares y Sanchez (1997), corroborado posteriormente por Charalambous y Pitta-Pantazi (2005),
estan intimamente relacionados, siendo el primero el fundamento de la interpretacion del segundo.

Ya hemos mencionado que el conocimiento matematico surge de contextos histéricos y necesidades
humanas. Para darle una razdn de ser a las fracciones como objeto matematico, reviviremos en esta
secuencia didactica su emergencia histérica poniendo a los estudiantes en una situacion en la que
deben cuantificar una medida no entera. De esta manera, el objeto fracciéon surge, al comienzo de la
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situacion didactica, como un tipo de nuimero que permite expresar “cuanto mide” una cierta
longitud, en este caso, una cinta dada®.

Cuando se trabajan situaciones aditivas con fracciones, es comin obtener sumas mayores que un
entero que resultan dificiles de significar en el contexto del significado parte-todo, pues surge la
siguiente contradiccidn: si el todo estd dividido en n partes, écomo puedo obtener un numero de
partes mayor que n? Ampliar el concepto de fraccion mas alld de la idea de parte-todo es lo que
permitird superar esta supuesta contradiccién.

La conceptuallzauon de fraccién como medida permlte al estudlante ser capaz de identificar que una

1
fraccion ; esa veces—, es decir, que si repite 2 veces3 obtendra —, ysilo repite 4 veces, obtendra - E

Las situaciones de medicién son un contexto propicio y natural en el cual se obtienen habitualmente
medidas no enteras mayores que uno o que varios enteros, por lo que resulta mas apropiado para
que el estudiante signifique las cantidades fraccionarias mayores que el entero. Aun asi, la
interpretacion de fraccion como parte-todo no queda fuera, ya que fundamenta la interpretacién

. . . 1 .
como medida, lo cual se ve claramente cuando el estudiante observa que al repetir 3 veces - obtiene

. 1 .
un entero, lo cual se relaciona con que S esuna parte de un entero que se ha dividido en tres.

4.1.1.4 Consideraciones sobre los algoritmos aditivos

Pareciera ser que hablar de los distintos significados de las fracciones pone énfasis en lo conceptual
mas que en lo procedimental. Sin embargo, las concepciones de fracciones, tal como vimos en el
esquema de Behr, apuntan a la resolucidn de problemas, y para ello son necesarias ciertas claridades
sobre las operaciones que permiten resolverlos. En particular, en el apartado anterior hemos visto
como las situaciones de medida, junto con las de parte-todo, se relacionan con las situaciones de
adicién; y es en su operatoria donde deseamos centrar este trabajo.

Al plantearse la ensefianza formal del algoritmo aditivo para fracciones, surgen grandes
discrepancias de cédmo hacerlo, al contrario del consenso existente en cuanto a las interpretaciones
de una fraccién. En este punto es conveniente distinguir entre el concepto de la operacién y su
algoritmo, tal como sefialan Llinares y Sanchez (1997):

“ISe ha de hacer la distincion entre] comprender el significado de la operacion, estando
este punto vinculado a la aplicacion de la operacion en la resolucion de situaciones
problematicas, y ser habil en la ejecucion de los pasos necesarios, y en el orden correcto,

® Inicialmente, los estudiantes miden la cinta con una unidad de medida y con partes de dicha unidad. Sin
embargo, para poder cuantificar el valor de cada trozo de cinta, han de “repetir” el trozo en la unidad de
medida tantas veces como sea necesario. En esa accidn, es la nocidn parte-todo la que les permite saber a qué
parte de la unidad de medida corresponde el trozo.
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que llevan a la obtencion del resultado de una operacion; lo que en lenguaje usual se
denomina realizar los cdlculos” (p. 132).

Esta distincion ayuda a sobreponerse a la larga discusion sobre si ensefiar o no, o de qué manera, los
algoritmos para operar con fracciones. En la gran mayoria de los procesos de aprendizaje, este
manejo aritmético se vuelve mecanicista y sin sentido para el aprendiz, lo que lo lleva o bien a
reemplazarlos por otros con mayor significado, o bien a modificarlos, convirtiéndolos en
procedimientos erréneos. Las razones para este manejo mecanicista son variadas, pero se destaca,
por una parte, la introduccion demasiado temprana de la ensefianza del algoritmo en la escuela, y
por otra, la “introduccion desvinculada de un fundamento suficientemente concreto y natural de la
operacién” (S. Llinaresy M. V. Sanchez, 1997, p. 133).

Estas razones hacen ver claramente que no basta con un tiempo prolongado de trabajo sobre los
algoritmos, sino una vinculacidn con el significado de cada uno de los pasos. Es aqui donde se hace
necesaria la idea de resignificacién de lafraccidn, a través del estudio de situaciones de medida, que
es uno de los contextos originarios de las fracciones. Es importante también tener en cuenta que
ciertas operaciones aparecen de forma natural en ciertas situaciones problematicas, y que en el caso
particular de la suma y resta de fracciones se necesita de fracciones equivalentes para desarrollar su
algoritmo, cuestién que no ocurre con la multiplicacidn y division, lo que pone al algoritmo aditivo en
un nivel de complejidad mayor para los estudiantes.

Las secuencias de ensefianza para trabajar el algoritmo aditivo de fracciones pueden variar segun las
consideraciones y las experiencias de cada profesor o profesora. Sin embargo, es claro que se debe ir
recorriendo un camino con los estudiantes desde sus propios modelos para sumar y restar fracciones
hacia el algoritmo convencional, el cual es de un mayor nivel de abstraccién, a lavez que es de mayor
eficiencia, al ser capaz de resolver cualquier situacién aditiva con fracciones.

Uno de los caminos para lograr esta transicion es plantear secuencias donde varie el tipo de fraccion
presente en las actividades propuestas (sin dejar de lado la naturaleza de la situacidn y su relacidn
con las operaciones aditivas). De manera que las primeras situaciones que se podrian plantear
corresponden al uso de fracciones con igual denominador (ej. 2/8 + 3/8), ya que para resolverlas solo
es necesario un proceso de conteo: dos octavos y tres octavos son cinco octavos, lo que se basa en
definitiva en la suma o resta de fracciones unitarias (con numerador 1). Si se representan las
fracciones en este tipo de situaciones, se debe tener cuidado al sefialar el objeto unidad, y que éste
sea el mismo para cada una de las particiones que hemos seleccionado (2 y 3 particiones de 8). La
evolucién de esta situacion, y por tanto la dificultad que se puede presentar, corresponde cuando la
“unidad que se cuenta” ya no es la misma en ambos sumandos, es decir, cuando sumamos o
restamos fracciones con distinto denominador. Sin embargo, aun se puede utilizar la técnica de
“contar” si es que se logra encontrar fracciones equivalentes, llevando este caso al anterior (mismo
denominador). Dentro de este tipo de situaciones, se presentan tres casos segun la relacion entre los
denominadores:
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. . - . 2,3 101

a. Fracciones con denominadores multiplos entre si: §+ = 7, = = ?

. . . . - R

b. Fracciones con denominadores primos entre si: -+-=7 , - -5 =7
o = =

. . . 2,3 _ . 3oz

c. Fracciones con denominadores con un factor comun: cte=7 =7

En cualquiera de los tres casos, la estrategia implica buscar fracciones equivalentes de modo tal que
ambas fracciones queden con un denominador comun. En este sentido, no es imprescindible llegar
rapidamente al minimo comudn multiplo, ya que éste es un proceso de mayor nivel de abstraccion.
Aun asi, posteriormente es posible potenciar la transicion hacia el algoritmo convencional, pero
dotado de significado.

Conclusidn del analisis epistemologico

Con este recorrido por los significados de la fraccion y sus relaciones, se evidencia que el concepto es
complejo, y que en relacidn a la ensefianza, es conveniente, como minimo: considerar objetivos a
largo y corto plazo en relacién a cada uno de las interpretaciones o significados, seleccionar los
apropiados para desarrollar esos objetivos, teniendo en cuenta las estructuras cognitivas necesarias,
y proporcionar secuencias de ensefianza (actividades) que contribuyan al desarrollo de estas
estructuras.

Especificamente, en relacidon con la ensefianza de la operatoria aditiva con fracciones, nos parece

conveniente:

(a) revivir la emergencia histérica del la fraccion como objeto matematico poniendo a los
estudiantes en una situacidn en la que deban cuantificar una medida no entera.

(b) proponer situaciones problematicas en las que la adicidon sea la operacidon que resuelve el
problema

(c) que la secuencia aborde la interpretacién de medida tanto para conceptualizar la fraccidn,
como para proponer problemas que sean resueltos naturalmente mediante adicidn.

(d) y la interpretacion de razén para promover el concepto de igualdad o equivalencia entre

fracciones.

33



4.1.2 Analisis cognitivo: las concepciones de los estudiantes

Este apartado se construyd mediante el analisis de la informacion recogida a través de tres
entrevistas grupales a un total de diecisiete estudiantes de un sexto afio basico de una escuela
perteneciente al municipio de La Florida, comuna ubicada en Santiago de Chile. Las entrevistas
fueron realizadas por la investigadora en la biblioteca del colegio, en horario de clases, en grupos
compuestos por cinco o seis estudiantes, y tuvieron una duracién aproximada de treinta minutos.

Se utilizd la metodologia de entrevista semi-estructurada® de manera de poder recoger
simultdaneamente la mayor cantidad de informacidon acerca del concepto de fraccidon que tienen losy
las estudiantes, y abordar con mas profundidad algunos focos importantes.

Las preguntas guia de la entrevista fueron:

éCudndo conocieron las fracciones? ¢Qué conocen de ellas?

e (Enquésituacion de la vida cotidiana utilizamos fracciones?

e ¢Qué son las fracciones?

e (Porqué piensan que se habran inventado las fracciones?

e (Tienen dificultades al trabajar con fracciones? ¢Cuales son?

e Enlasumade fracciones, ¢{Por qué se igualan los denominadores?

Resultados de las entrevistas
Fracciones en la vida cotidiana

El conocimiento acerca de las fracciones al que aludieron inicialmente los estudiantes es el escolar.
Todos respondieron que las habian conocido en cuarto afo bdsico, que vieron algunas cosas en
quinto basico y que en el presente afio habian aprendido a sumar, restar, multiplicar y dividir
fracciones. Ninguno recuerda haber oido mencionar las fracciones en un contexto no escolar.

Tanto cuando dieron ejemplos por iniciativa propia, como cuando se les pregunté en qué situaciones
de la vida cotidiana utilizamos o estan presentes las fracciones, los estudiantes, may oritariamente,

sefialaron ejemplos relativos al reparto de algo con el referente de parte-todo:

-“Cuando cortamos una pizza”
-“cuando partimos una torta”

-“cuando reparto una sandia”

° Por entrevista semi-estructurada, entendemos aquella que permite alternar preguntas predefinidas y
preguntas espontaneas.
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Uno de los diecisiete estudiantes sefialé una situacién distinta: “en las recetas”, en las que también
se utiliza la fraccion como medida, y otro sefialé que se las utilizaba “en los planos”, en los que la

fraccién juega el rol de razén.

No hay conciencia de que la fraccidn se utiliza cuando queremos cuantificar una cantidad no entera,
y no en la accién de partir o repartir un objeto fraccionable.

Concepto de fraccion

Cuando se les solicita que expliquen con sus palabras qué es una fraccidn para ellos, los estudiantes
sefialaron:
-“es una parte de un numero”

-“es unaregion que se divide en partes y se consideran algunas”

-“es una mitad de un numero

-“se forman al dividir las cosas”

-“es una figura que se divide en partes, se pintan algunas y se saca el resultado” (se

refiere e la escritura numérica de la fraccidn).
Como puede observarse, la definicion que subyace en todas las menciones, y en la que todos
estuvieron de acuerdo, es que una fraccion es una o varias partes de un todo dividido en partes
iguales. La mayoria evocaba laimagen del diagrama al hacer la definicion.

Al pedirles que explicaran qué podria representar una fraccion impropia determinada (5/3), se
observaron algunas confusiones derivadas de la dificultad de que el todo sea mds que un entero.
Tendian a identificar el numerador y el denominador de la fraccién por separado como numeros
independientes y los representaban separadamente en algin elemento del diagrama. Algunos
establecieron relacion directa entre el numerador o el denominador con el nimero de enteros
dibujados. No hay conciencia de que el nimero de enteros depende de la relacién por cociente entre
el numeradory el denominador.

Por otra parte, nos llamd la atencion el siguiente hecho: un estudiante nombré en reiteradas
ocasiones las partes como mitades (“es la mitad de un nimero que se puede sumar o restar, 5/3
representa cuantas mitades se tienen que repartir para las personas”), independientemente de la
cantidad de partes en que se haya dividido el entero. Ningin compafiero o compafiera del grupo 2 (5
estudiantes) comentd o corrigid el término utilizado. Ello da cuenta del enorme arraigo de la
conceptualizacién de la fraccién como un trozo de algo.

Sentido de las fracciones

La conversacion acerca del sentido de las fracciones se inicié con la pregunta épor qué piensan que
se habran inventado las fracciones? La respuesta intuitiva, formulada un poco en broma, pero que
puede estar dando cuenta de la poca razén de ser que estos estudiantes le encuentran a las
fracciones fue “no se les ocurrié nada mas que hacer”, o “porque no tenian nada mas que hacer”.,

“tampoco sirve de mucho en la vida cotidiana, siempre nos dicen que tenis (tienes) que estudiar
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matematicas para que si te dan un vuelto te lo den bien. Sumar o restar es facil, pero las
fracciones...”

Luego, formularon otras respuestas relacionadas con situaciones de reparto:

-“porque estaban comiendo pizza, como eran hartos, necesitaban dividirlas en partes
iguales”.
-“para repartir cosas”
-“para representar una parte que se divide”.
Sélo un estudiante menciond la fraccién como un numero que permite cuantificar cantidades
continuas (kilégramo), aun cuando no podemos saber si es consciente de ello:

“-Ah, para comprar queso, un cuarto de queso...-... compra un cuarto de queso porque

un kilo es mucho... un cuarto es una parte de un kilo, también se puede pedir por plata

(dinero), me da tanto (se refiere a una cierta cantidad) de queso.”
Por otra parte, podemos observar que hizo una reflexién en torno a que la utilizacién de la fraccién
hoy en dia en ese contexto no era necesaria, pues se puede medir la compra por la cantidad de
dinero que cuesta el producto (en unidades de medida menores como los gramos).

Dos estudiantes mencionaron que deben haberas inventado con fines formativos “para aprender”,
“para que tengamos una mejor vida”.

Aspectos valorados del trabajo escolar con fracciones

La valoracion que hacen los estudiantes del trabajo con fracciones, se evidencia en las siguientes
menciones:

-“a mi me gusté que uno puede hacerlo en diagrama (ver ilustracién
9)...(pero no le gusta) que cuando los dos nimeros de abajo son iguales no
se ponga el mismo, que no se sumaran”

-“no me gusta hacer los diagramas, me gusta hacer los nimeros”

-“amime gusta mas el diagrama porque es mas facil”
-“la tia (profesora) nos ensefié bien las fracciones y mi mama me queria
ensefiar pero no le entendinada...ala tia, en la tercera clase le entendi” lustracién 9

Es decir, los estudiantes valoran la utilizacion de los diagramas, por lo llamativo y simple que les
resulta la utilizacion de un registro grafico; y la forma de ensefiar de la profesora, quien les parece
que, en contraposicidn a personas legas, si sabe explicar.
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Dificultades derivadas del trabajo escolar con fracciones

En relacién con las dificultades experimentadas al trabajar con fracciones, los estudiantes aludieron a
dificultades generales relacionadas con el proceso de ensefianza aprendizaje:

-“ha sido complicado aprender fracciones” (varios)

- “aveces cuesta entender, uno estd tratando y no entiende...”

-“Al principio nos costd, pero después no tanto”
También se refirieron a aspectos relativos a la gestién de la clase, relevando la importancia que
cobran tanto la estrategia didactica utilizaday como quien ensefia:

-“nos dan muy poco tiempo”

-a mi me carga eso...porque yo la estoy haciendo y al tiro (inmediatamente) dicen la
respuesta (y no alcanza a encontrarla por si mismo)

-para sumar fracciones igual costaba...como que la profesora decia muy rapido y cuando
le preguntaba decia: “preguntele al companero”

-“le da la oportunidad a los mas mateos'® del curso”.

-“la tia (profesora) nos ensefid bien las fracciones y mi mama me queria ensefiar pero no
le entendinada...a latia, en la tercera clase le entend”

- “me pueden explicar y puedo entender, pero leyendo de un libro no”

- Me ha costado harto aprender de las fracciones .., pero personas que son
profesionales (se refiere a la profesora) saben que si les toca a un nifio que es dificil
tiene que repetifde mas de dos veces, tres veces...

Con la experiencia rememorada en relacidon con el aprendizaje de las fracciones, los estudiantes
reflexionaron en torno a cémo se aprende matematicas y al gusto por las matematicas:

Entonces, si les repiten éentienden?

-“Si, y también practicando, porque las matematicas es de puro ejercicio”.

-“No,... la base (de las matematicas) es aprenderse las tablas”.

-“Ensayar, ejercitar”.

-“cuando uno entiende las matematicas se hacen mas divertidas, cuando uno no
entiende esta como asi choreado (molesto) porque no entiende nada de lo que le
explican”.

-“Cuando estoy de mal humor no me gusta”.

-“No me gusta que me vaya mdas o menos”.

-“Las encuentro divertidas, pero lo que no me gustan son las fracciones, porque es
medio complicado, como que uno se enredaba”.

-me gustaria que sean menos rdpidas las clases

10 . . .
En Chile es usual referirse a los estudiosos como “mateos”
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Y respecto de dificultades propias del tema, se refirieron fundamentalmente a la operatoria con las
fracciones.

-“Me cuesta la division”

-“Cuando uno ya tiene el resultado listo y tiene que dividir, eso me cuesta” (Rodrigo)
-“me cuesta simplificar o amplificar”

-“me cuesta sacar el minimo comun denominador”

-“me cuesta dividir” (José)

-“es sumay aveces resto...”

- “Se debe buscar el Minimo comin denominador porque cuando se suma se tiene que
poner el mismo numero que estd abajo”, “Para restar se hace lo mismo”

-“Para dividir se divide cruzado” . “No, se multiplica cruzado”

Adicion y sustraccion de fracciones

Debido a que el tema central de esta investigacién es la operatoria aditiva con fracciones,
profundizamos en él formuldndoles preguntas especificas sobre la operatoria écomo suman
fracciones?, ¢qué es lo mas complicado al sumar?, éien qué se equivocan?

El error mas mencionado se relaciona con el hecho de operar con las fracciones como si fuesen
numeros naturales “sumar numerador con numerador y denominador con denominador, sin
convertirlo...”

Respecto de las técnicas utilizadas sefialaron:

-“la tia nos ensend a buscar los multiplos primero”.

-“hay que buscar el minimo comun multiplo, y de ahi en el nimero que esté la fraccién
se multiplica, lo que sale se suma o se resta, pero tiene que quedar igual el
denominador”

-“por ejemplo 1/6 mas 3/8, hay que ver la tabla de multiplicacién, hay que ver el lugary
se pone el nimero al lado, y te sale tres para llegar a ocho, cinco, y ahite sale.

-“si los (nimeros) de abajo son diferentes se busca el minimo comun multiplo”.

-“Los de abajo cuando son iguales no se suman, por ejemplo si son dos cincos se pone

un cinco”

Podemos observar que la mayoria de los entrevistados han asimilado que deben buscar los multiplos
de los denominadores cuando éstos son diferentes. Cuando se les pregunta, mencionan que eso se
hace para que los denominadores sean iguales, pero...no saben por qué tienen que seriguales, y dan
explicaciones referidas al algoritmo aprendido.

éPara qué buscan los multiplos?:

-“para ver el lugar”
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-“para poder sumar y restar porque se puede sumar y restar cuando tienen igual
denominador” .

-a nosotros nos ensefiaron asi, que abajo siempre tienen que ser iguales

-para sacar el resultado mejor

-porque si fueran diferentes saldria el resultado malo

-no nos dijeron eso

- Se debe buscar el minimo comun denominador porque cuando se suma se tiene que
poner el mismo nimero que estd abajo.

-(se busca el mcm) para que los dos nimeros de abajo sean iguales

éSaben por qué el denominador tiene que quedar igual?

-“No” (todos)

-“No sabemos, aun no nos dicen”

Un estudiante justifica el que no lo sepan aludiendo a su complicacién:

-“Es que para ser de sexto asi es mas facil, es que la matematica es muy complicada”.

Para buscar los multiplos comunes hacen dos listas en las escriben secuencialmente los multiplos de
cada denominador y encierran el primero que se repite. Luego cuentan el lugar en que se ubica el
multiplo comun en cada listay lo anotan sobre la fraccion respectiva. No hay conciencia de que dicho
numero es el factor que multiplicado por el denominador original produce el multiplo comun.

El paso siguiente es amplificar cada fraccidon, pero aqui comienzan a surgir las diferencias.

Por ejemplo, cuando un estudiante sefiala
“1/6 mas 3/8, hay que ver la tabla de
multiplicaciéon, hay que ver el lugar y se
pone el numero al lado...”, (ilustracion 10)
esta buscando el multiplo comun de los

denominadores, pero luego agrega
sale tres para llegar a ocho, cinco..” ,

.y te

cuando debia amplificar mediante la

multiplicacion, esta calculando la diferencia
entre el tresy el ocho.

llustracion 10

Otra estudiante, por otra parte, describe el mismo procedimiento inicial al calcular la resta 3/2 - 3/4:
“Tengo que buscar los multiplos de los nimeros de aca abajo (denominadores 2y 4)”. Los escribe
secuencialmente:

llustracién 11
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“se tiene que repetir el menor nimero, lo encerramos y vemos en qué lugar queda, este queda en el
1°, y amplificamos, este otro queda en el 2°, y amplificamos”, y anota los nimeros 1y 2 sobre las
fracciones . A continuacion sefiala “después aqui, tengo que restar, uno menos cuatro son tres, (y
anota el tres en el numerador de la fraccién “amplificada”), uno menos 3 son dos (lo anota en el
denominador), aqui seria dos menos dos son cero, (lo anota en el numerador) y aqui dos menos tres
son una (lo anota en el denominador). Es decir, en vez de multiplicar para amplificar las fracciones y
expresarlas como otras equivalentes para igualar denominadores, resta el nimero auxiliar(factor de
amplificacién) con el numerador y lo anota en el denominador, de la misma manera resta el nimero
auxiliar con el denominador y lo anota en el numerador. Justifica dicho procedimiento diciendo que
“como en este caso es resta se hace con resta”.

4.1.2.1 Sintesis del andlisis cognitivo

En sintesis, los estudiantes conciben mayoritariamente a la fraccion como un objeto matematico que
se forma al dividir un entero en partes iguales, y considerar algunas de aquellas partes. No tienen
conciencia de la funcionalidad de la fraccion como aquel nimero que nos permite cuantificar una
cantidad no entera, por lo tanto les resulta muy dificil justificar su existencia. Es decir, la fraccion no
viene a resolver ningln problema para los estudiantes, sélo las han utilizado en un contexto escolar
cuando se les pide representar una parte de esa division. No hay un sentido para ello, mas alla de
respetar el contrato didactico que sefiala que parte de la responsabilidad del estudiante es realizar
las actividades que indica el profesor. En el contexto no escolar, sefialan que las han utilizado cuando
guieren comprar una cantidad no entera de una magnitud continua (“un cuarto de kilégramo de
qgueso”, “porque un kilo es mucho”), pero no las sienten necesarias dado que es factible comprar
utilizando como unidad de medida los gramos o la cantidad de dinero que se quiere gastar en ella.

Por otra parte, fue posible apreciar que la representacién visual de las fracciones tiene un gran peso
en la conceptualizacién, pues todos sin excepcidn, recurren al diagrama como elemento de
validacién de la definicion de la fraccion como uno o varios trozos de un entero mayor.

Mayoritariamente, lo que valoran en relacién con el trabajo con fracciones, es la utilizacion de un
registro grafico (diagramas), y la disposicién y capacidad de la profesora para explicar mas de una
vez.

Dentro de las dificultades que reconocen sefialan que encuentran complejos los procedimientos para
operar con ellas: calcular el minimo comun multiplo, amplificar, simplificar, dividir, etc. En ello incide
también la gestion de la clase —aunque no es un tema exclusivo del trabajo con fracciones- sefialaron
gue necesitan tiempo para trabajar pues sienten que las clases son muy rapidas, que no se respetan
sus ritmos y la actividad se vuelve poco desafiante cuando otro nifio o nifia que resuelve primero la
operacién da el resultado.
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Respecto de la adicidn y sustraccidon de fracciones expresan los pasos del algoritmo, o bien partes de
él, cuyo fundamento es el propio algoritmo. Muchos sefialan que se tienen que igualar los
denominadores, ya que no se pueden sumar si los denominadores son distintos, pero no saben por
qué. No han asimilado un argumento matematico que justifique el procedimiento. Si bien describen
los pasos, ninguno menciona que se busca el minimo comudn multiplo, y luego el factor que permite
amplificar la fraccion, para obtener fracciones equivalentes, con el mismo referente o medida.

En sus descripciones del procedimiento notamos que la mayoria mira la fraccion como dos niumeros
separados por una linea. Ello se hace mas evidente cuando una estudiante explica con mucha
conviccion una serie de pasos para efectuar la resta de fracciones. Lo que ella retuvo es que se
anotan ordenadamente los multiplos de cada nimero de abajo, se selecciona el menor que esigual y
se escribe el lugar que ocupa cada multiplo sobre las fracciones respectivas. A partir de alli opera ese
numero auxiliar con los numeradores y denominadores realizando una “amplificacion” sui generis
descrita con detalle en el apartado anterior. Lo curioso es que hay una estructura visual que coincide
con la secuencia de los pasos del algoritmo tradicional. Pero como dichos pasos carecen de
fundamento o sentido, no hay consciencia de lo que se hace, ni de por qué se hace. Entonces, no es
extrafio que para amplificar se opere el nUmero auxiliar restdndolo o sumandolo con numeradores y

denominadores y se anote en el lugar alterno.

Es decir, la mayoria de los estudiantes no tienen claro el concepto de fracciéon, y han adquirido un
conocimiento procedimental para trabajar con las fracciones, sin saber explicar sus fundamentos
matematicos. Este desconocimiento de de la base matematica sobre la que se sostiene el algoritmo,
implica que el conocimiento adquirido por los estudiantes es débil, no les resulta atil, porque no hay
un sentido que sustente cada paso a realizar. Es interesante observar en este caso coémo la
profundizacién en los fundamentos es la que permite brindar sentido al procedimiento,
contradiciendo el pensamiento de sentido comun que sefiala que la simplificacién de los
procedimientos podria facilitar el aprendizaje.
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4.1.3 Analisis didactico: Como se enseiia la operatoria con fracciones

4.1.3.1 Andlisis del texto oficial

Se analizé el texto “Matematica 5°”, de Marin, F. y Castillo M, editado por Santillana del Pacifico S.A.
Ediciones en el afio 2009. Dicho texto ha sido repartido gratuitamente los afos 2009 y 2010 por el
Ministerio de Educacion, como material de apoyo para los estudiantes de los colegios municipales y
subvencionados del pais.

El andlisis se realizé utilizando las nociones de tarea y técnica del modelo praxeoldgico propuesto de
Yves Chevallard, y la nocién de variable didactica de Guy Brousseau.

Utilizamos la nocién de variable didactica en un sentido amplio y en uno restringido. El primero se
refiere a aquellas variables de gestion de clases (variables de comando) que pueden ser controladas
por el o la docente para hacer evolucionar los comportamientos de los estudiantes. La Unica variable
de este tipo que fue posible apreciar a través de este analisis de texto, fue la construccion de las
estrategias y de las técnicas. El segundo, las entiende como aquellas condiciones o parametros que
el o la docente puede controlar para provocar la evolucién de las técnicas.

Las variables didacticas consideradas en este analisis fueron:

Significado de la fraccidon: utilizaremos como referente los cinco significados propuestos por
Kieren, ya descritos en el anadlisis epistemoldgico. Como parte-todo o partes de una unidad,
como division o cociente, como resultado de una medida, como operador y como razén.

Relacién entre los denominadores: Los denominadores pueden ser iguales o distintos. Si son
distintos pueden ser primos entre si, uno multiplo del otro, o tener un factor en comun.

Tipo de fraccidn: propia o impropia
Uso de registro grafico: de utilizarse se especifican las caracteristicas de la grafica

Construccion de la estrategia y las técnicas: Pueden emerger del trabajo individual o colectivo

de los estudiantes, o ser entregada de antemano por el texto.

Desarrollo

La guia didactica del profesor, trae una propuesta de planificacién de la unidad consistente en una
tabla de doble entrada en la que se relacionan los contenidos minimos con los aprendizajes
esperados, los recursos didacticos y los tipos de evaluacion. No se refiere a la gestion de las
actividades propuestas para el desarrollo de las clases.

Los aprendizajes esperados que declara la planificacidén para la unidad referida a las fracciones son:
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e Efectuar adiciones y sustracciones de fracciones positivas, a través de la amplificacién o
simplificacion de fracciones.

e Resolversituaciones problematicas en diferentes contextos

e Aplicarlas habilidades basicas del proceso de resolucién de problemas en diversos contextos,
haciendo uso de las operaciones de adicidn y sustraccion de fracciones positivas

Dentro de la unidad, el tema referido a la adicién y sustraccién de fracciones, lo presenta en tres
apartados “Adicién y sustraccién de fracciones con igual denominador”; “Adicion y sustraccidon de
fracciones con distinto denominador”; y “Buscando estrategias”, una seccion fija al final de cada
unidad tematica en la que se indica una estrategia para resolver problemas.

Primer apartado

Adicién y sustraccion de fracciones con igual denominador

Presenta un problema en el que sefiala que en un mismo horario de clases, 4/15 del curso se
inscribié en el taller cientifico, 7/15, en el taller de pintura, y el resto en ningun taller. Se pide que
observen un diagrama rectangular con 15 cuadritos iguales que tienen pintados 4 cuadritos de un
color, 7 de otro, y el resto sin pintar.

Realiza preguntas respecto de qué representa cada color en la grafica, qué fraccidn del curso
participa en talleres, y qué fraccidn no participa. A continuacién pide que evalulen si es correcto decir
que si el curso tiene 45 estudiantes, 9 no se inscribieron en talleres y 21, en el taller cientifico.

No dala oportunidad de que los estudiantes desarrollen el problema sino que indica que para poder
obtener lafraccidn del curso que participa en talleres se pueden sumar las fracciones que
representan alos inscritos en cada taller y muestra cémo se realiza la suma de fracciones de igual
denominador (sumando los numeradores y conservando el denominador)

Asimismo, para calcular la parte que no se inscribié en ningun taller considera que el total del curso
se puede representar por 15/15 y procede a restarle la suma anterior del mismo modo (restando los
numeradores y conservando el denominador)

En seguida formaliza los procedimientos para sumary restar fracciones con el mismo denominador y
pide que resuelvan una guia de ejercicios con cinco tareas.

Es decir, no propicia que los estudiantes construyan el conocimiento a aprender. Indica la técnica a
utilizar utilizando como apoyo el registro grafico mediante diagramas basados en el significado parte-
todo. Y luego pide que resuelvan, aplicando la técnica indicada, las siguientes tipos de tareas:

1.- Identificar fracciones a partir de informacion extraida de una representacién grafica.
2.- Calcular adiciones y sustracciones de fracciones de igual denominador.

3.- Descubrir la fraccion incdgnita en una adicidon o en una sustraccion.

4.-Calcular el resultado de ejercicios combinados (adiciones y sustracciones)

5.- Resolver problemas que involucran adicidén y sustraccidon de fracciones
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Variables didacticas implicadas en las tareas:

El estudio de la adicidn y sustracciéon de fracciones es fragmentado en funcién de las técnicas de
calculo, razén por la cual en este primer apartado la relacion entre los denominadores es de igualdad.
Tanto los problemas como los ejercicios de calculo plantean sélo un tipo de fraccion, las propias,
dejando fuera el trabajo con fracciones mayores que un entero. Asimismo, en la Unica tarea en la
que se trabaja con un registro visual, el tipo de grdfico que se utiliza es un diagrama cuadriculado
(ilustracién 12) que representa un entero fragmentado en partes iguales. Como podra observarse en
el parrafo siguiente, estas dos uUltimas ideas son concordantes con el significado de referencia.

8
20

El Unico significado presente es el de parte-todo. En la primera tarea se utiliza un registro grafico a

llustracion 12

g

través de un diagrama cuadriculado en el que cada sector pintado representa una parte de un todo.
En los problemas de la quinta tarea, en el primer caso, el todo es un huerto dividido en 8 partes
iguales, que tiene una parte sembrada con acelgas, otra con tomates, y otra sin sembrar. En el
segundo, el todo es una bandeja con 20 pasteles, de la cual se comieron dos partes de 9/20y 8/20,
respectivamente. En las tareas de calculo no es factible identificar un significado para las fracciones.

De las cinco tareas planteadas, en la Unica en la que los y las estudiantes deben necesariamente
construir una estrategia es en la tercera, cuando deben determinar la operaciéon que permite calcular
el término desconocido. Los ejercicios de calculo no requieren elaborar estrategias, la primera tarea
indica la estrategia con un ejemplo, y para los problemas de la quinta tarea, se puede aplicar la
misma estrategia de dicho ejemplo.

En relacidn con la construccion de las técnicas, éstas se indican al inicio del apartado:

e Pararesolver una adicion de dos o mds fracciones con igual denominador se suman los
numeradores y se conserva el denominador
e Para resolver una sustraccion de dos fracciones con igual denominador se restan los

numeradores y se conserva el denominador.

Asimismo, en las operaciones combinadas de la cuarta tarea, se sefiala expresamente que se deben
desarrollar primero las operaciones entre paréntesis y luego las adiciones y sustracciones de
izquierda a derecha.



Segundo apartado

Adicién y sustraccion de fracciones con distinto denominador

Presenta un problema en el que sefiala que en su cumpleafios, Camila se comid 2/5 de una torta con
su familiay 13/30 con sus amigos. No presenta diagrama.

A continuacion, se formulan las siguientes preguntas:
-Si la torta estaba dividida en 30 porciones iguales ¢Cdmo representarias en un diagrama

cudnta torta se comieron en total?

) 2, 13 , .
-éCudntoes -+ ﬁ? ¢Cémo lo supiste?
o

-¢Cuadl es lafraccion de la torta que representa lo que queda después de que Camila, sus

amigos, amigas y familiares comieron torta? é cdmo obtuviste el resultado?

s

. , 3o 2,13y , L
-¢Cémo resolverias o (: + ﬁ)? ¢A qué corresponde el resultado de este ejercicio en el
= ]

contexto del problema?

En seguida formaliza los procedimientos para sumary restar fracciones con distinto denominador:

-Amplificar o simplificar todas o algunas de las fracciones dadas para obtener fracciones con
denominadores iguales.

-Sumar o restar los numeradores segln corresponda y conservar el denominador.
-Simplificar para expresar el resultado como fraccidn irreductible

Es decir, inicialmente se pide que construyan un diagrama, y se espera que mediante la observacion
del mismo, los estudiantes concluyan que se pueden sumar y restar fracciones de distinto
denominador expresandolas como fracciones equivalentes con igual denominador. No les da
indicaciones acerca de la estrategia a utilizar, pero pone a su disposicién el diagrama como una
herramienta diddctica de apoyo.

Los estudiantes no saben resolver este problema, pues implica sumar fracciones con distinto
denominador, por lo tanto, esta actividad puede constituirse en un problema real para ellos, en un
desafio. Sin embargo, esto dependera en gran medida de la gestién que haga el profesor de la
actividad, puesto que en el renglén siguiente a las preguntas estan descritos las técnicas para sumar
y restar fracciones, de manera que eventualmente el estudiantes podria no construir la técnica y

utilizar dicha informacién para resolver el problema.

Las preguntas sucesivas son muy similares a las planteadas en el apartado anterior, y se pueden
resolver aplicando las mismas estrategias, por lo tanto no constituyen un desafio.

Por ultimo, pide que resuelvan una guia de ejercicios con las siguientes tareas:

1.- Calcular adiciones y sustracciones de fracciones con distinto denominador.

2.- Resolver problemas que involucran adicidn y sustraccion de fracciones con distinto denominador
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Variables didacticas implicadas en las tareas:

Este apartado aborda el estudio de adicién y sustraccién de fracciones cuyos denominadores son
distintos entre si. Se distinguen los siguientes tipos de relacion entre los denominadores: con un
factor en comun, uno multiplo del otro, y primos entre si. En relacién con el tipo de fraccion,
observamos que ejercicios de calculo y problemas plantean mayoritariamente fracciones propias, y
una fraccién igual a la unidad, nuevamente no se trabaja con fracciones mayores que un entero. No
hay apoyo de registro grafico, sino Unicamente el numérico. Los dos problemas planteados utilizan
respectivamente las fracciones como medida de tiempo (1/4 de hora, 5/8 de hora) y como parte de
un todo cuyo referente entero es una plantacién, y cuyas partes son 1/5y 1/2 de la plantacion.

De las dos tareas planteadas, calculo de adiciones y sustracciones, y resolucion de problemas, en la
segunda los y las estudiantes deben necesariamente construir una estrategia para determinar la
operaciéon que permite resolver el problema. Los ejercicios de cdlculo no requieren elaborar
estrategias de resolucion.

En relacidn con la construccion de las técnicas, éstas se indican al inicio del apartado:

Para sumar o restar fracciones con distinto denominador puedes:

o Amplificar o simplificar todas o algunas de las fracciones dadas para obtener fracciones con
denominadores iguales.

e Sumar o restar los numeradores segun corresponda y conservar el denominador.

e Simplificar para expresar el resultado como fraccion irreductible

Ademas, en el enunciado que presenta la primera tarea, se sefala expresamente que resuelva los
ejercicios amplificando o simplificando para igualar los denominadores.

46



Tercer apartado

Buscando estrategias

Se presenta el siguiente enunciado:

En la sala del 5°B hay un diario mural. En el curso acordaron quela informacién que pondrian en é sedistribuird dela
siguiente manera:

-

2 . . 1 - ) ) )
— para informaciones del curso; — para noticias nacionales einternacionales;
5 3

-
&

;P2 rainformaciones del colegio

El resto para la exposicién de trabajos delos alumnos yalumnas del curso.

A continuacién se pregunta ¢Qué fraccién del diario mural estd destinada a la exposicidn de trabajos delos alumnos y
alumnas?

En seguida, se indican cinco pasos para resolver un problema: comprender, planificar, resolver,
responder, revisar, y se aplican para resolver la situacidn planteada inicialmente.

Es decir, se indica una técnica para resolver problemas, que consiste en realizar una serie de pasos
sucesivos. Se ejemplifica su uso en una situacion concreta.

Luego, pide que resuelvan una guia de ejercicios con las siguientes tareas:

1.- Resolver problemas aplicando la estrategia indicada.

2.- Resolver nuevamente un problema del bloque anterior utilizando otra estrategiay compararla
con la de algin compafero o companiera.

3.- Resolver problemas utilizando la estrategia deseada por el estudiante. Comparar el
procedimiento utilizado con un compafiero o compafiera y evaluar cudl es mas simple

Es posible observar que la resolucion de problemas de planteo se trabaja separadamente de las
técnicas de calculo. Ello tiene relacion con la concepcion del rol didactico de los problemas. El andlisis
de los apartados anteriores da cuenta, que en este texto las situaciones problematicas se ven como
la posibilidad de poner en practica las técnicas de calculo. A ello se debe que las tareas propuestas en
cada apartado enfaticen el trabajo de las técnicas de célculo y sdlo |a tarea final de cada uno plantee
la resolucion de problemas. Lo mismo ocurre si analizamos la secuencia de los apartados: el primero
aborda la suma de fracciones de igual denominador, el segundo la suma de fracciones con distinto
denominador, y el tercero y ultimo, la busqueda de estrategias de resolucion de problemas.
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Variables didacticas implicadas en las tareas:

La tarea central de este apartado es la resolucidén de problemas con distintas condiciones referidas a
la estrategia a utilizar para resolverlos: utilizando la estrategia proporcionada por el texto, utilizando
unadistinta a la dada, o utilizando cualquier estrategia a discrecion del estudiante.

Acerca de las cantidades fraccionarias presentes en los problemas:

En tres de estas situaciones las fracciones representan una parte de un todo, en los cuatro restantes,
representan una medida. A diferencia de los anteriores apartados en los que mayoritariamente se
trabajaba con el significado parte-todo (salvo en un problema del segundo apartado), en este la
mayoria de los problemas presentan la fraccién como una medida. No hay apoyo de registro grafico.

Cinco de los problemas utilizan sélo fracciones menores que un entero, y los dos restantes utilizan
fracciones propias e impropias. Mayoritariamente, la relacion entre los denominadores implica que
uno es multiplo del otro, salvo en un problema en el que se plantean también fracciones con un
factor comun.

En relaciéon con la construccion de estrategias, el primer item no permite que los estudiantes
construyan una estrategia para resolver el problema, ya que indica expresamente que utilicen la que
proporciona el texto. En el segundo item, en cambio, son los estudiantes quienes deben construir
una estrategia distinta. Y en el tercero, pueden decidir si utilizan una propia o la dada. El texto no
aborda la problematica de construir una estrategia especifica que permita determinar la operacién
que permite resolver el problema.

En dos problemas de este apartado se introducen fracciones impropias, de manera que podria
instalarse alli una problematizacién respecto de qué representa esa fraccidn, que permitiera llegar a
concluir que es mayor que un entero. Entonces podria surgir la necesidad de construir una técnica
que permitiese expresar aquellas fracciones mayores que un entero como una cantidad que
contuviese una parte entera y una parte fraccionaria. Sin embargo se impide que el estudiante viva
esa problematizacion, ya que se indica expresamente en un recuadro al lado de dichos problemas, la
técnica a utilizar para escribir una fraccion como ndmero mixto.

o . -~ . . 1% 15 =
Una fraccion impropia se puede escribir como niimero mixto: —=— + =
o =
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4.1.3.2 Sintesis del andlisis de texto

A través de este andlisis ha sido posible apreciar que en este texto, el estudio de la adicién y
sustraccién de fracciones es fragmentado en funcion de las técnicas de cdlculo, y que a su vez, las
técnicas de calculo son escindidas de las problematicas que le dieron origen.

Ello se evidencia en la estructura en la que se aborda el tema. El primer apartado se refiere a la
adicién y sustraccion de fracciones de igual denominador y en él se entregan las técnicas para sumar
y restar fracciones con dichas condiciones. El segundo apartado trata la adicién y sustraccién de
fracciones con distinto denominador, entrega la técnica de amplificar o simplificar para obtener
fracciones con un mismo denominador, y luego aplicar la técnica de sumar o restar los numeradores
y conservar los denominadores. En ambos apartados, luego de explicar las técnicas, se proponen
tareas de cdlculo y dos problemas de aplicacion. El tercer apartado, denominado “Buscando
estrategias” entrega una estrategia para resolver problemas en los que se espera se apliquen las
técnicas aprendidas en los apartados anteriores.

Es importante reflexionar acerca del rol que juegan los problemas en la ensefianza. Las matematicas
han surgido como respuesta a determinadas situaciones problematicas, es decir, a través de la
historia de los pueblos, los problemas se han constituido en un medio de construccion de
conocimiento. Asimismo, en la construccidon social del conocimiento matematico, hay una relacién
intrinseca entre las técnicas de cdlculo y las situaciones problematicas que propiciaron la emergencia
de dichas técnicas.

Paradojalmente, en las situaciones escolares, los problemas suelen no ser utilizados como medio
para el aprendizaje, puesto que son presentados al final del camino, cuando las técnicas que
permiten resolverlos han sido construidas. Se produce asi una clara escision entre las técnicas de
calculo y la resolucién de problemas, que favorece una pérdida de sentido de ambos objetos
matematicos: los problemas no son situaciones que desafian a los estudiantes, instandolos a crear
ciertos conocimientos (por ejemplo las técnicas de cdlculo) para resolverlos; sino ejercicios para
practicar el uso de las técnicas de calculo, que son el objeto que realmente se valora dentro de esta
mirada. De este modo las técnicas se constituyen en una serie de pasos a seguir por imitacion, y los
problemas en meros ejercicios de aplicacion de dichas técnicas.

Bajo otra concepcidn, los problemas son vistos como la posibilidad de poner a las y los estudiantes
frente a un real desafio que no saben resolver inmediatamente. De manera que la situacion los
obliga a poner en juego lo que saben. Ponen a funcionar el saber, para construir asi un nuevo
conocimiento matematico que asu vez funcione para dar solucion al desafio. (Brousseau, 1986)

Galvez (1994), describe muy bien el rol que pueden jugar los problemas en una situacién de
ensefianza desde la perspectiva de Brousseau
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En sintesis, se trata de enfrentar a los alumnos a una situacion que evolucione de tal
manera que el conocimiento que se quiere que aprendan sea el unico medio eficaz
para controlar dicha situacion. La situacion proporciona la significacion del
conocimiento para el alumno, en la medida en que lo convierte en un instrumento
de control de los resultados de su actividad. El alumno construye, asi un
conocimiento contextualizado, a diferencia de la secuenciacion escolar habitual,
donde la busqueda de aplicaciones de los conocimientos sucede a su presentacion,
descontextualizada.

En relacién con las variables didacticas podemos concluir lo siguiente:

El significado de referencia mayoritario es el de parte-todo, y en segundo lugar el significado de la
fraccion como medida. No se abordan otros significados para las fracciones. Se utiliza el registro
grafico sélo en el primer apartado, precisamente para visualizar la relacién parte-todo. Por otra
parte, observamos que se utilizan fundamentalmente fracciones propias, sélo en los dos ultimos

problemas del tercer apartado se introducen fracciones mayores que un entero.

Ambas variables no contribuyen a conceptualizar la fraccion como un nimero que permite expresar
cantidades no enteras. El significado parte-todo permite que se disocie la fraccién, asociando el
numerador con la cantidad de partes consideradas, y el denominador con el total de partes en que se
ha dividido el todo-entero. Por otra parte, dificultala conceptualizacion de fracciones mayores que
un entero, pues en esos caso épuede ser el todo mayor que el entero? La utilizacion casi exclusiva de
fracciones propias refuerza esa nocidn de fraccién.

Las mayoria de los denominadores de las fracciones presentadas en los apartados son uno multiplo
de otro, solo dos ejercicios plantean fracciones cuyos denominadores tienen un factor en comun, y
un caso exclusivo en el que los denominadores son primos entre si. No consideran los distintos
grados de complejidad que cobran las técnicas de cdlculo dadas estas diferencias de relaciones entre
los denominadores.

Observemos:

Cuando los denominadores son uno multiplo del otro, es necesario amplificar s6lo una fraccidn para
expresarla en términos de la otra; si tienen un factor en comun, es necesario amplificar ambas
fracciones para expresarlas en términos de un denominador comun; cuando son primos entre si, es
necesario amplificar ambas fracciones utilizando como factor de amplificacién el denominador de la
otra fraccion. En el segundo caso, también es posible buscar un multiplo comuin con el método de
amplificar cada fraccidon por el denominador de la otra fraccidn, pero ademas, es posible amplificar
por un factor mas pequefio: por el denominador de la otra fraccién dividido por el factor comun. De
esta manera es posible obtener el minimo comidn multiplo que corresponderd exactamente al
producto entre los denominadores dividido por el factor comun. Resulta interesante reflexionar
acerca de la pertinencia de plantear como requerimiento obligado para sumary restar fracciones la
busqueda del minimo comuin denominador, en circunstancias que con buscar un multiplo comun ya
basta para expresarlas con un referente comun y poder operarlas.
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Por lo tanto, como el objetivo de |a secuencia contenida en esta investigacion es que los estudiantes
construyan el algoritmo para sumar o restar fracciones. Esta variable podria utilizarse para controlar
la graduacidn de menor a mayor grado de dificultad en la construccién de dicho algoritmo,
presentando las fracciones en el siguiente orden: denominadores uno multiplo del otro, primos entre
si, con un factor en comun.

Ahora, especificamente en relacidén con la construccién de las técnicas y estrategias de resolucion, se
observé que tanto las técnicas para operar aditivamente con fracciones como la estrategia de
resolucidn de problemas, se entregan al inicio de cada apartado. No obstante aquello, al presentar
las tareas a desarrollar se indica la técnica que debe ser utilizada, restringiendo la posibilidad de
construccién de conocimiento matematico por parte del estudiante:

“..calcula la fraccion pintada en la figura utilizando una adicion, y la fraccion sin
pintar con una sustraccion.”

“ Lo L - S .
Resuelve los siguientes ejercicios amplificando o simplificando para igualar
denominadores...”

“Resuelve los siguientes problemas aplicando la estrategia de la pdgina anterior”

Cada vez que el estudiante se enfrentd a una tarea o a una parte de ella que no sabia resolver, se le
proporciond ayuda indicando la técnica con la que se resuelve o bien mediante un recuadro. Asi
ocurre con la informacién referida a la prioridad en el orden de resolucién de las operacionesy con la
expresién de fracciones mayores que un entero como numero mixto. Las excepciones fueron cémo
calcular el término desconocido de una suma o de una resta, tarea que se resolvia utilizando la
relacion inversa entre la adicién y la sustraccion, cdmo determinar la operacién que resuelve un
problema en los diversos apartados y el segundo item del tercer apartado en el que se solicitaba
expresamente utilizar una estrategia distinta a la presentada en el texto.

Esta modalidad de trabajo de las técnicas como si fuesen recetas a aplicar, se relaciona integramente
con lo planteado unos parrafos atrds respecto del rol de los problemas y de las técnicas en la
ensefianza. No se contempla la construccién de las técnicas porque no se valora el significado y la
funcionalidad de los conocimientos.

Nuevamente , Galvez (1994) explica muy claramente la concepcidon que subyace a esta forma de
organizar el trabajo escolar:

La forma como los sistemas educativos organizan la ensefianza de los temas
incluidos en los programas escolares implica una determinada concepcion de los
procesos de adquisicion de los conocimientos. Hasta la fecha ha predominado una
concepcion segun la cual basta con descomponer un saber, en su modalidad
cultural, en pequeinos trocitos aislados, y luego organizar su ingestion por los
alumnos, en periodos breves y bien delimitados, segun secuencia determinadas
sobre la base del andlisis del propio saber. Esta manera de organizar la ensefianza
no atribuye importancia al contexto especifico (situacion) donde los conocimientos
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son adquiridos, ni a su significacion y valor funcional, durante su adquisicion. (pp.
45-46)
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4.1.3.3 Concepciones de los profesores

Este apartado se construyd mediante el andlisis de la informacidn recogida a través de entrevistas
realizadas a 3 profesoras que imparten o han impartido matematicas en quinto o sexto de educacién
basica en escuelas pertenedentes a la corporacion municipal de La Florida (Comudef). Las entrevistas
fueron realizadas individualmente por la investigadora en el lugar de trabajo de las docentes y
tuvieron una duracidon aproximada de 30 minutos cada una. El registro se hizo mediante
videograbacion. Para conservar el anonimato de las profesoras y facilitar la lectura del analisis
utilizaremos nombres de fantasia.

Se utilizé la metodologia de entrevista semi-estructurada que contempla la realizacion de preguntas
definidas previamente y de otras preguntas surgidas espontdneamente en el marco de la
conversacion. Dicha eleccién tenia como objetivo poder recabar la mayor cantidad de informacion

posible respecto de la ensefianza de la adicion de fracciones.
Las preguntas guia de la entrevista fueron:

e (iQué diria que deben comprender los estudiantes o deben ser capaces de realizar antes de
que puedan comenzar a aprender a sumar o a restar fracciones?

e (iCoOmo piensa usted que debe ensenarse la suma de fracciones?

e (Cudles son los errores mas frecuentes que cometen los nifios al sumar o restar fracciones?
¢Qué se puede hacer para tratar de subsanar ese error?

e (Qué le diria a un estudiante si le preguntara por qué para sumar o restar fracciones hay que
igualar los denominadores?

e (Usted se imagina alguna situacién en la que se usen las fracciones y que no sea una
situacion de reparto?

e (le gusta ensefiar fracciones? ¢COmo usted ensefia la suma de fracciones?

Resultados de las entrevistas
Antes de aprender a sumar fracciones: el concepto de fraccidn

Sonia senala que deben saber qué es una fraccion, que deben conocer las fracciones propias, las
impropias y los nimeros mixtos; deben saber sumar y restar con los nimeros naturales y conocer los
conceptos de multiplos y divisores. Karina, indica que deben saber la operatoria con los numeros
naturales, les leyes de los signos, y que una fraccidon es una parte de un entero. Fernanda menciona
gue es importante que conozcan el concepto de fraccidén, que sepan ordenar y comparar fracciones,
y que conozcan las fracciones equivalentes.

Las tres profesoras entrevistadas coinciden en que los estudiantes deben comprender qué es una
fraccion, y para ello se apoyan en su representacion grafica.
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-“Les digo que fracciones es dividir, es una divisidn, es repartir, para mi eso es
fundamental que el nifio comprenda eso, que es parte de un todo y que se toman
pedacitos”, “Y que el denominador es el que nos indica en cuantas partes dividimos el
entero, y el numerador, qué partes ocupamos de ese entero. Pero todo se los grafico”
(Sonia).

-“Generalmente lo hago con material concreto. Siempre parto la primera clase de la
siguiente manera, tengo una hoja marcada en cuatro y me pongo a partirla, entonces les
pregunto ¢qué estoy haciendo?-esta partiendo una hoja. ¢Como estaba esta hoja antes
de que yo la partiera?-entera. Entonces solos se van dando cuenta de que cada pedazo
es unafraccion de la hojay que unafraccién es una parte del entero.”( Fernanda)

“la representacion (grdfica) de fracciones como parte de un entero, hacerlo circular,
cuadrado, rectdngulo, como sea, y también con diferente material concreto porque

después se empieza a elevar los procedimientos” (Karina)

Dentro de los otros requisitos relativos a las fracciones, Sonia plantea también que los estudiantes
deben distinguir las fracciones propias de las impropias: “cuando les hablo de fraccion les hago la
diferencia entre fraccion propia y fraccion impropia” . Y por otra parte sefiala que deben conocer la
existencia de los nimeros mixtos: “También tienen que saber que esas fracciones se pueden juntary
podemos tener mucho mas que una fraccidn, enteros, podemos tener nUmeros mixtos.

Fernanda plantea que ademads de conocer el concepto, es muy importante saber ordenar y comparar
fracciones “después (del concepto) viene orden, después viene la comparacion y las fracciones

equivalentes, y después viene la operatoria”.

En cambio, las otras dos profesoras le dan importancia a la operatoria con los nimeros naturales y el
conocimiento en relacidon con multiplos y divisores:

“Saber sumar y restar numeros naturales, saber agrupar, saber quitar, eso es como la
base”, “tienen que saberse los multiplos, (...) no se pueden pasar fracciones, sin saberse

los multiplos y los divisores antes (Sonia).

“«

“Todas las operaciones (con los numeros naturales) como las deben hacer” “.y
multiplicary dividir con los naturales.” (Karina)

Como puede observarse, el concepto de fraccion que mencionan las profesoras se relaciona
exclusivamente con el significado parte- todo. Las tres ejemplifican con diagramas o con material
concreto. Para Sonia, una fraccién es una division de un todo en partes iguales del que se toman
pedacitos, para Karina, es una parte de un entero que puede tener distintas formas, y para Fernanda
es un pedazo de un todo, una parte del entero.

Sélo Fernanda menciona -sin ser consciente de ello- una situacién que aborda lafraccién desde otro
significado cuando plantea que ha obtenido los mejores resultados al trabajar con la recta numérica:
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“trabajando en la recta numérica, ahi les cuesta muchisimo menos, no es mucho menos
sino muchisimo menos. Visualmente lo entienden inmediatamente, mas que con el
dibujito, con el diagrama. Por qué, porque logran ver que todos los enteros son iguales,
hay una distancia igual entre un nimero y el otro”. (Fernanda)

Ensefiando a sumar fracciones

Sonia les ensefia apoyandose en la representacién grafica, es decir, trabaja paralelamente en forma

graficay numérica.

“Primero yo les ensefio (suma con) dibujos, gréficos, diagramas, porque ahi va
quedandoles mas claro, y abajo vamos poniendo la fraccién. O también les pongo las
fracciones y ellos hacen los diagramas. Pero yo voy asi, paso por paso.” (Sonia)

Cuando aborda las problematica de sumar fracciones con distinto denominador, problematiza la
situacidn, hasta lograr concluir junto a los nifios que es mejor transformar las fracciones de manera
que queden con el mismo denominador:

“1°: poner dos fracciones, el otro dia lo hice, con distinto denominador. Las dibujamos,
las pintaron, y después vimos si era facil desarrollarlos al juntar. Cbmo eran los tamafios
de una... los pedacitos de una fraccion cuando son repartidos en mas partes el mismo
entero y como es la otra repartida en menos partes. Entonces yo les decia, ées facil
sumarlos, es facil quitarlos? Entonces ahi llegamos a la conclusiéon que es mejor
transformarlos en igual denominador” (Sonia)

Entonces surge la necesidad de que nifios y nifias conozcan los multiplos y divisores de un nimero:

“..cuando tengo que ver la parte de los distintos denominadores, hay que ver la parte
de los multiplos, y saber si el nifio conoce cuales son los multiplos, porque hay que
buscar el minimo comudn multiplo, para dejarlas igual” “no se pueden pasar fracciones,
sin saberse los multiplos y los divisores antes” (Sonia)

Para buscar los multiplos comunes entre dos nimeros utiliza dos técnicas segun el nivel en el
que esté trabajando (5° o 6° basico): escribir los multiplos de cada denominador
horizontalmente y luego seleccionar el primer multiplo comun, o bien, utilizar la tabla de
factorizacién prima.
“Se los ensefio primero horizontal buscando los multiplos, porque esos los conocen,
no?, las tablas de multiplicar...y después por factorizacion por nimeros primos, y para
eso tienen que conocer cuando un ndimero es primo y cuando es compuesto, porque si
no, no van a poder buscar el mcm.”(Sonia)

Fernanda sefiala que también aborda la suma de fracciones con igual denominador en forma grafica
utilizando material concreto. Sin embargo, cuando tiene que sumar fracciones con distinto
denominador, sefiala que le resulta mds complejo apoyarse en el material concreto, y lo aborda en
forma numérica. El recurso de apoyo que le ha resultado mas efectivo en este caso es la recta
numeérica.
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“Primero la suma y resta de fracciones de igual denominador, y después de distinto
denominador, trabajamos harto con la de igual denominador primero. Y se trabaja
también con material concreto en la suma de fracciones de igual denominador.” “igual
es dificil trabajar en concreto con eso, es complicado trabajar con material concreto

cuando son de distinto denominador” (Fernanda)

“he usado la recta numérica para hacer sumas (con igual y con distinto denominador), y
me ha ido bien. Les cuesta menos, por qué, porque (...) estan viendo que ellos van a
sumar este pedazo, mas este otro pedazo”(Fernanda)

“No es una cuestidn que lo estdn haciendo en forma mecanica sino que lo estan viendo
no mas (...) En la recta, es la mejor manera en que yo he podido probar trabajar lo que
es fracciones.”(Fernanda)

Karina se apoya mucho en el concepto de fraccidon a través de su representacién grafica, y
luego ensefia las técnicas para sumar tal como a ella recuerda que se lo ensefiaron: tiene claro
que si son fracciones de distinto denominador debe buscar un multiplo comun y para ello
utiliza una tabla de factorizacién prima, luego anota el multiplo comun en el denominador, y
multiplica cruzado (el denominador original de una fraccion con el numerador de la otra) para
determinar cada uno de los nuevos numeradores y los suma.

“ (Lo primero .. es ) identificar el tipo de fraccion en cuanto a numerador y
denominador, y ver si son de igual denominador o distinto denominador, y luego de eso
ensefiarles las técnicas que existen para poder llegar a sacar el resultado de esa suma de
fracciones (Karina)

, . 1,2 ..
“Como yo aprendi, no me acuerdo mucho, a ver, por ejemplo ;+ i me fijoen

el denominador, el 4y el 6. Como es distinto denominador, tengo que buscar
un minimo comun, (hace una tabla para hacer factorizacién prima en la que
anota 4y 6).

Entonces empiezo a ver qué tipo de numero es, entonces, el 4 y el 6 ¢pueden ser

divisibles por 2?, si (anota 2 al lado) y digo, el 2 éicudntas veces cabe en el 67, tres, iel 2

en el 4?, dos (anota bajo los nimeros 4y 6 el 2y el 3 respectivamente). Ahora, estos

numeros que estan aca (se refiere al 2y al 3) é¢pueden seguir siendo divisibles por 2?, si,

el 2 (anota 2 al costado), el 2 en el 2, una vez (anota 1 bajo el 2) y ahi termino, asi ...y

luego voy multiplicando (se refiere a los factores primos que quedan a la derecha) saco
el numero (se refiere al multiplo comun) y ahisigo.

4-6| 2 Entonces el 12 es el minimo comun denominador (anota 12 en

23| 2 2-2-3=12 el denominador). Luego multiplico cruzado y sumo: 6 por 1 es

1-3| 3 6, y 4 por 2 es 8, (anota 6+8 en el numerador y lo deja
1 inconcluso porque duda) §+ é = 6:28 ... (Karina)

En su descripcion del procedimiento, Karina utiliza elementos de dos técnicas distintas: la de buscar
el multiplo comun mas pequefio y amplificar las fracciones para expresarlas como fracciones
equivalentes con ese minimo multiplo comin como denominador, con la de amplificar cada fraccion
por el denominador de la otra fraccién para expresarlas como fracciones equivalentes con un
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multiplo comin como denominador. Este Ultimo procedimiento se simplifica a través del siguiente
algoritmo: multiplicar ambos denominadores para obtener un multiplo comun (que no
necesariamente sera el mas pequefio) y luego multiplicar cruzado (el denominador original de una
fraccion con el numerador de la otra) para originar los numeradores que deben ser sumados. Karina
es consciente de que no esta segura al sefalar “no me acuerdo mucho”, también cuando agrega
“pero unoigual tiene que ir estudiando a la par con ellos porque se olvida”

Sobre los errores detectados con mas frecuencia, y las acciones para subsanarlos

Dentro de los errores mas comunes las tres profesoras coinciden en que los estudiantes tienden a
“sumar horizontalmente”, ademas mencionaron la dificultad para transformar una fraccién impropia

en numero mixto y el desconocimiento de las combinaciones multiplicativas basicas.

“Suman arriba y suman abajo, aunque tu les has ensefiado que no se hace asi. Yo creo
gue es porque no se dan cuenta de que es de distinto denominador, de repente.
Cuando transforman les cuesta mucho expresar de nimero mixto a fraccion impropiay
viceversa, les cuesta eso también alos nifios, harto. Les cuesta entender que es mas que
un entero”. (Fernanda)

“No se saben las tablas de multiplicar (se refiere a las combinaciones multiplicativas
basicas), y suman hacia el lado”. (Karina)

“..suman numerador (hace el gesto indicando lo horizontal) y los denominadores
algunos también los suman. O sea, suman el denominador y tienen que sumar
solamente los numeradores, y mantener el denominador...” (Sonia)

Es decir, la observacidn de las profesoras esta dando cuenta del tratamiento de la fraccion en forma
separada, no se considera la fraccién como un objeto matematico que es un ndmero en si mismo,
sino como una composicion de dos nimeros que se pueden operar independientemente.

Uno podria pensar que si un error se presenta con frecuencia, es probable que se haya reflexionado
sobre el origen del problema para encontrar una solucidn. Sin embargo, la respuesta a la pregunta
acerca de como se pueden subsanar los errores no es inmediata. Sonia piensa que se debe distinguir
aun mas la diferencia entre el numerador y el denominador, enfatizando en que el significado de
este ultimo se relaciona con el nimero de partes en que se divide el entero. Fernanda piensa
inicialmente que quizas el trabajo con material concreto ayude un poco, pero lo ve complicado. Y
Karina recurre al apoyo que puedan brindar otros companeros:

“Pienso que podria hacerse escribiendo el denominador con un color distinto, como
para que sepan que ese se mantiene y arriba se puede ir eh...que son distintos, noes lo
mismo. (El denominador se tienen que mantener) porque es la parte que indica la
cantidad en la cual esta dividido el entero, por eso eso no cambia...”(Sonia)

“No sé, quizas trabajar mas a nivel concreto con esa parte...igual es dificil trabajar en
concreto con eso, es complicado trabajar con material concreto cuando son de distinto
denominador.”(Fernanda)
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“Le pido a un par que le ayude.” (Karina)

Cuando se profundiza en el tema preguntandoles a qué podria deberse el error, Karina analiza la
situacion y vislumbra un origen posible. Fernanda, en cambio, no se explica el error, pero recuerda
que en ocasiones, el trabajar con la recta numérica ha facilitado la resolucién de las dificultades:

“(Ese error puede ser producido) porque no se les ha ensefiado lo légico del por qué
hacerlo...es dificil para uno explicar el por qué, yo encuentro que igual es dificil porque
todo esto es sUper abstracto, yo lo encuentro abstracto, para la edad de ellos...tu te
preguntas el por qué de las cosas.” (Karina)

“trabajando en la recta numérica, ahi les cuesta muchisimo menos, no es mucho menos
sino muchisimo menos. Visualmente lo entienden inmediatamente, mas que con el
dibujito, con el diagrama. Por qué, porque logran ver que todos los enteros son iguales,
hay una distancia igual entre un nimero y el otro. Y eso les cuesta muchisimo menos,
ubicar, por ejemplo cuando tu les dices ubique en la recta numérica las siguientes
fracciones, dos enteros un tercio...no les cuesta nada (Fernanda)

También he usado la recta numérica para hacer sumas (con igual y con distinto
denominador), y me haido bien. Les cuesta menos, por qué, porque lo estan viendo. No
es una cuestion que lo estan haciendo en forma mecanica sino que lo estan viendo no
mas. Estan viendo que ellos van a sumar este pedazo, mas este otro pedazo. En la recta,
es la mejor manera en que yo he podido probar trabajar lo que es fracciones...”
(Fernanda)

Sonia da cuenta de que el error puede producirse porque no se entiende el significado del
denominador; Karina sefiala que puede deberse al desconocimiento de los fundamentos de los
procedimientos; Fernanda, no elabora una explicacién, pero recuerda que al trabajar la fraccion en la
recta numérica permite visualizar el significado de la fraccidn como un pedazo que no se mide
necesariamente en enteros. Es decir, todas las reflexiones nos hablan de una dificultad en la
significacidn de las fracciones.

Fundamento del algoritmo para sumar y restar fracciones

Buscando saber si las profesoras comprenden los fundamentos matematicos del algoritmo para
operar aditivamente con las fracciones, se les preguntd qué responderian si un estudiante les
preguntara por qué es necesario igualar los denominadores para sumar o restar fracciones

Sonia y Fernanda respondieron que nunca les habian formulado esa pregunta, lo que
demuestra que el contrato didactico opera muy fuertemente en el sentido que se espera que
el estudiante siga las indicaciones del profesor.

Nunca me lo han preguntado...porque tengo que dividir en partes i...porque a todos les
tengo repartir lo mismo, entonces si los tengo de distinto denominador no les va a tocar
lo mismo a cada uno, no va a ser parejo, no va a haber una divisién que se reparte en
partes iguales, no va a ser equitativo, no va a ser justo.(Sonia)
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Nunca me han preguntado, ni me lo he planteado...Claro, uno les dice, no, es que tiene
que ser igual para que los puedas sumar, pero no me lo he planteado... ésera porque
uno no puede sumar peras con manzanas?, no puedes mezclar, si te estdn preguntando
por el nimero de manzanas. Puedes si te preguntan cuantas frutas hay, pero no si te
preguntan sélo porlas manzanas.(Fernanda)

Karina, en cambio, sefiala que le han hecho la pregunta, pero reacciona autocriticamente
sefalando que “sale del paso” aludiendo a que es constitutivo del procedimiento, confirmando
otro precepto del contrato didactico que seiala que el profesor siempre sabe”

(Le han preguntado), claro, pero uno comete el error de decir que, bueno, hay una
técnica, un mecanismoy es asi, hay que aprendérselo y es mecanico (Karina)

4.1.3.4 Sintesis de las concepciones de los profesores

Respecto a aquello que los estudiantes deben comprender para que puedan aprender a sumar vy
restar fracciones, las tres profesoras coincidieron en que es fundamental que comprendan qué es
una fraccidn. El concepto de fraccidon que tienen las profesoras, como una parte de un entero, toma
como referencia el significado parte-todo. Todas se apoyan en su representacion grafica o en
material concreto para explicarlo de ese modo. Esto puede obstaculizar la comprension de la
fraccion como un nimero que permite expresar cantidades no enteras mayores que la unidad, ya
qgue en las explicaciones apoyadas en diagramas que mencionaron, el todo es siempre un entero.

Otros conocimientos previos mencionados por las profesoras fueron: los tipos de fracciones segun
su relacion entre el numerador y el denominador (propias e impropias); los nimeros mixtos;
identificacion de multiplos y divisores; y las operaciones con los numeros naturales. Sélo una de las
tres profesoras mencioné que es importante el orden, la comparaciéon y la equivalencia de
fracciones. Dichos elementos son importantes para comprender el concepto, y la equivalencia de
fracciones, especialmente, permite fundamentar el algoritmo para la adicion y la sustraccion.

Al referirse a como piensan que debe ensefiarse este tema, las tres profesoras inicialmente se
apoyan en el registro grafico (diagramas o una hoja que es fraccionada sucesivamente frente a los
estudiantes) para sumar y restar fracciones de igual denominador, paralelamente van realizando el
registro numérico. Luego, para sumar y restar fracciones con distinto denominador, adoptan
distintas estrategias.

‘-

Sonia intenta problematizar a los estudiantes pidiéndoles que expresen la cantidad reunida al “juntar
los pedacitos” de dos fracciones con distinto denominador representadas en diagramas, y busca
concluir que es conveniente transformarlas para que tengan igual denominador. En ese momento
hace un paréntesis en el trabajo con fracciones, comienza a trabajar los multiplos y divisores de un
numero, y posteriormente los multiplos comunes. Es decir, se utiliza el registro grafico para dar
cuenta de la necesidad de utilizar “pedazos comparables”, antes de comenzar a utilizar el algoritmo.
En adelante, el foco esta puesto sobre lo pragmatico: qué necesitan ir sabiendo para sustentar el
paso siguiente.
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Fernanda, también recurre al registro visual apoyandose en la recta numérica para visualizar la suma,
que realiza numéricamente con el algoritmo tradicional de amplificar las fracciones para igualar los
denominadores. A ella le preocupa que los estudiantes no actien mecdnicamente, no tiene claridad
acerca de cémo fundamentar el algoritmo. Sin embargo, busca que los estudiantes vean que aquello
que hacen tiene sentido, al apreciar que la fraccién que resulta de la suma de dos fracciones, se
corresponde con el punto que se ubica exactamente sobre el extremo de la adicién geométrica de las
dos fracciones representadas como intervalos o trozos de la recta numérica. En este caso, se recurre
al registro visual como una forma de validar la eficacia del algoritmo, después de haberlo utilizado,
pero no llega a fundamentar la secuencia aritmética que lo constituye.

Karina, por otra parte, identifica la relacion entre los denominadores en términos de igualdad y
diferencia y ensefia directamente las técnicas respectivas de manera numérica. Ella atiende a lo
pragmatico, y describe los pasos sucesivos que debe seguir, sin que exista necesidad de
fundamentarlos. En ese proceso, combina técnicas de dos algoritmos distintos (buscar el minimo
denominador comun, y multiplicar cruzado) sin llegar a darse cuenta que con ello no estd dando
origen a dos fracciones equivalentes.

El error identificado como mas comun por las profesoras es la suma horizontal, seguido de la
expresion de una fraccion como nimero mixto o viceversa, pues hay dificultad para comprender que
una fraccion puede ser mas que un entero. Ambos conflictos se relacionan con el estatus
epistemoldgico de la fraccion, y dan cuenta de que el significado que se da a la fraccidn, es una
variable didactica importante.

Todas las descripciones acerca de las maneras en las que se abordan las fracciones en el aula, utilizan
como referente el significado parte-todo. Y ocurre que, por una parte, esta interpretacion dificulta la
conceptualizacion de fracciones mayores que un entero; y, por otra, no permite visualizar a la
fraccion como un ndmero en si, que cuantifica cantidades no enteras cualesquiera que sean. Al
contrario, la visualiza como un objeto compuesto por dos partes (arriba y abajo, numerador vy
denominador) que podrian ser operadas separadamente.

Esta idea se refrenda con dos situaciones. Primero, la experiencia relatada por Fernanda al sefialar
que logra una comprensiéon mayor por parte de los estudiantes cuando trabaja con apoyo de la recta
numérica, también da cuenta de la importancia de esta variable, pues en esa situacién, la fraccion ya
no es una parte de un todo, sino una medida no entera de un trozo de la recta. Ademas, esta
significacidn cuenta con un respaldo visual.

Segundo, si analizamos las explicaciones de las profesoras acerca del origen del error: dificultad para
entender el significado del denominador y el fundamento de los procedimientos. Las propias
profesoras no conocen el fundamento matematico para el procedimiento de igualar denominadores.
Sélo la profesora que en distintos momentos de la entrevista mostrd preocupacién por darle sentido
al trabajo con los objetos matematicos, se acercéd a la idea de tener fracciones comparables
mediante un referente o medida comun.
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Por lo tanto, en relacion con el uso del algoritmo podemos observar que dos de las tres profesoras
intentan fundamentar el algoritmo a utilizar. Sonia mediante la busqueda de pedazos comparables,
quiere demostrar que es necesario igualar los denominadores antes de sumar. Fernanda, mediante
la representaciéon geométrica de la adicion en la recta numérica, demuestra que el algoritmo
funciona. Sin embargo, no se aprecia un dominio de los fundamentos matematicos de cada uno de
los pasos del algoritmo. En el caso de la tercera profesora, Karina, se observa que tiende a actuar
mecdanicamente sin llegar a comprender las técnicas que componen los algoritmos.

4.14 Conclusiones generales del analisis preliminar

Mediante el analisis epistemoldgico se pudo establecer que las fracciones se originaron a partir de la
necesidad de expresar cantidades no enteras, esa es funcionalidad, y esla razén que le da sentido a
su existencia. Es importante entonces comprender que la fraccion es un tipo de nimero que sirve

para cuantificar cantidades no enteras.

Por otra parte, la revision de las investigaciones realizadas en torno al tema permitio constatar el alto
grado de complejidad de esta tematica, lo que la constituye en una de las mas estudiadas en
matematica educativa (Fandifio, 2005). La hipdtesis que ha cobrado mas fuerza, sugiere que las
variadas dificultades en relacién con el aprendizaje de fracciones se derivan de los mdltiples
significados que éstas tienen en el discurso matematico escolar (Fandifio, 2005; Flores, 2010; T. E.
Kieren, 1988). Otros planteamientos destacan la importancia de la funcionalidad de los saberes
(Brousseau, 1986), y de la didactica empleada en la ensefianza (Brousseau, 1986; Perera y
Valdemoros, 2007).

A través del analisis cognitivo se pudo establecer que los y las estudiantes conciben las fracciones
bajo el significado parte-todo, pues se les ha presentado como un objeto matematico que se forma al
dividir un entero en partes iguales, y considerar algunas de aquellas partes. No conocen la
funcionalidad de las fracciones ni son capaces de brindarles un sentido. La representacién grafica de
la fraccion en diagramas consistentes en un entero dividido en partes iguales con algunas partes
pintadas, justifica y refuerza el concepto recién descrito. En definitiva, las fracciones son vistas en
forma escindida como dos nimeros Ilamados numerador y denominador, separados por una linea,
que representan respectivamente las partes consideradas (suelen decir “pintadas”), y las partes en
las que se ha dividido el todo.

En relacién con el algoritmo de la adicién y sustraccion de fracciones, algunos son capaces de
utilizarlo, y unos pocos de describido. No saben justificar el procedimiento ni los pasos que lo
componen.
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Del analisis didactico es posible concluir que los libros de texto estan organizados en base a una
premisa de adquisicion de conocimientos por sobre una de construccién de conocimientos. En ese
contexto, las técnicas de cdlculo, cobran un valor pragmdtico fundamental, sin llegar a atender su
significaciéon ni su funcionalidad. Los problemas no son utilizados como medio para el aprendizaje
sino como una posibilidad de aplicacidn de las técnicas.

El significado de referencia casi exclusivo es el significado parte-todo. El registro grafico es utilizado
para visualizar la relacion de la parte con el todo, mencionando en mas de un 90% de los casos
fracciones propias.

No se controla la presentacién de la relacion entre los denominadores de las fracciones como una
variable que permitiria graduar la complejidad de la construccién del algoritmo.

Las estrategias y las técnicas son entregadas por el texto en forma previa a su utilizacion en
ejercicios y problemas. No se considera la posibilidad de su construccidon por parte de los y las
estudiantes. Nuevamente observamos la ausencia de valoraciéon del significado y la funcionalidad de
los conocimientos matemadticos.

Por otra parte, las tres profesoras entrevistadas brindan importancia a la comprensiéon del concepto
de fraccién, pero ellas mismas sélo tienen incorporada la interpretaciéon como una relacidon parte-
todo, y se apoyan en la representacion grafica para visualizar el objeto y su significado. Por esta
razdén, no les es posible conceptualizar la fraccién en sus otras interpretaciones ni como un nimero
racional, que cuantifica cantidades no enteras cualesquiera que sean.

En relacion con la ensefianza del algoritmo hay atisbos de problematizacién, pero en general el
énfasis esta puesto en lo pragmatico: la necesidad de ensefiar los procedimientos que permitan
avanzar hacia el paso siguiente. No son capaces de fundamentar el procedimiento, pues mas alla de
lo pragmatico, no saben por qué es necesario igualar los denominadores.

En sintesis, de este andlisis se desprenden los siguientes aspectos a considerar en la construccién de

la secuencia didactica y en el analisis a priori:

e Uno de los factores que inciden en el proceso de aprendizaje es el enfoque didactico,
especificamente, el grado de participacion de los y las estudiantes en el proceso de
aprendizaje. Esta idea ha sido planteada tanto por expertos como por los propios aprendices.

o Por lo tanto, la secuencia didactica debe propiciar espacios para que los propios
estudiantes construyan los conocimientos.

e Esimportante que los conocimientos sean funcionales y tengan sentido.

o Por lo tanto, la situacion didactica debe permitir revivir la emergencia histérica del
concepto para comprender que la fraccién es un tipo de ndmero que sirve para
cuantificar cantidades no enteras.

o proponer situaciones problematicas en las que la adicidn sea la operacién que
resuelve el problema
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Los significados asociados a las fracciones son uno de los factores que inciden en las
dificultades de aprendizaje de las mismas.

o Por lo tanto, puesto que nos interesa que el saber construido sea funcional, es
necesario seleccionar aquellos significados que favorezcan la construccién del
conocimiento con esa caracteristica.

El significado parte- todo es el significado hegemédnico en el DME. Asi se aprecié en libros de
texto y conceptualizaciones de estudiantes y profesores. El uso exclusivo del significado
parte-todo no favorece la construccion del concepto de fraccién como nimero. Ello se pudo
constatar a través de los relatos de estudiantes y profesores. Para subsanar dicha dificultad,
esta secuencia considerara:

o lainterpretacion de medida para ampliar la conceptualizacidn de la fraccion mas alla
de laidea de parte-todo.

o la interpretacion de medida para proponer problemas que sean resueltos
naturalmente mediante adicién.

o vy lainterpretacién de razén para promover el concepto de igualdad o equivalencia
entre fracciones.

Las fracciones propiasy su representacién en diagramas refuerzan el significado parte-todo.

o Es importante trabajar paralelamente con fracciones propias e impropias para
conceptualizar la fraccion como numero.

La relacion entre los denominadores de las fracciones determina distintos grados de
complejidad del algoritmo de la adicidén de fracciones.

o Es importante considerar esta variable en la graduacién del proceso de construccion
de dicho algoritmo.

Ni profesores ni estudiantes son capaces de fundamentar matematicamente el algoritmo de
la adicién de fracciones. Las técnicas y los algoritmos son presentados a los estudiantes, ya
sean a través de los libros de texto, o de la explicacién de las y los profesores, y
posteriormente se los aplica para hacer calculos o resolver problemas. Los problemas no son
concebidos como medios que promueven el aprendizaje.

o Esimportante problematizar a los estudiantes, de manera que la situacién en la que
se los ponga les provoque un conflicto que deban resolver construyendo los
conocimientos requeridos para ello.
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4.2 Fase de diseio

Esta secuencia didactica tiene por objetivo central que los y las estudiantes construyan y justifiquen
un procedimiento de cdlculo para resolver problemas aditivos con fracciones, atendiendo las
multiples consideraciones emanadas del analisis preliminar, determinamos las ideas claves para
conseguir tal propdsito. Necesariamente, en una primera instancia la secuencia debe permitir que
los y las estudiantes amplien el concepto de fraccidn, conceptualizandola como un namero util para
cuantificar medidas y/o cantidades no enteras. En segundo lugar, debe abordar la nocién de igualdad
o equivalencia entre fracciones, de manera de poder establecer que en las fracciones, una misma
cantidad se puede expresar con fracciones escritas en forma distinta. Ademas, es preciso que losy
las estudiantes construyan los procedimientos para expresar fracciones equivalentes (amplificacion y
simplificacion). Sélo entonces, los y las estudiantes estaran en condiciones de construir un
procedimiento fundamentado para sumar fracciones.

. . . . . 11
Estas tres ideas claves se articularon con las situaciones experimentales™ planteadas por Brousseau
(1986) para establecer los propodsitos a tratar en cada sesion. Y dichos propdsitos, permitieron
establecer las variables didacticas, y la progresion de tareas y técnicas a abordar en cada una de
ellas.

Las variables didacticas consideradas en la secuencia fueron:

Significado de la fraccién: Como medida para la cuantificacién de los trozos de yuan 12 y como razén
para el establecimiento de las fracciones equivalentesls.

Relacidon entre los denominadores: Iguales o distintos. Uno multiplo del otro, con un factor en
comun, o primos entre si (sin factor comun).

Tipo de fraccién: propia o impropia™.

Disponibilidad del material: disponible en el trabajo de cuantificacion y de las equivalencias; no
disponible para la construccion del procedimiento de calculo.

11 ~ . ;. .. . . .
Tal como se sefiald en el marco tedrico, Brousseau distingue, en contextos experimentales, situaciones de
accion, formulacion, validacidn e institucionalizacion.

12 . T -z ’,
El trozo de cinta que se utilizéd como referente entero se bautizé como yuan, es un nombre de fantasia.

'* Aun cuando no es el propdsito de la actividad, es posible que emerja el significado parte-todo producto de su
marcado arraigo cultural.

14 . T . . ., .,
Se trabajaron indistintamente ambos tipos de fracciones, puesto que favorece la construccién de la fraccion
como medida.



Disponibilidad de trozos de un mismo tipo: mayor o igual que un medio y menor a una unidad (por
ejemplo dos trozos de un tercio, tres de un cuarto, tres de un quinto, etc). Menor que una unidad
para incentivar la construccion del concepto de fraccion como mediday no el de parte-todo. Mayor o
igual que un medio para facilitar el establecimiento de relaciones de equivalencia.

Es importante sefalar que los cuatro tipos de situaciones experimentales distinguidos por Brousseau,
se podran visualizar tanto al interior de cada sesion (si observamos la acciéon de los y las estudiantes
en relaciéon con el propédsito de la sesidn), como a través del ciclo completo de la secuencia. En este
ultimo caso, si analizamos el trabajo de los y las estudiantes en relacidn con el propésito final de la
secuencia, podremos notar que en cada sesidén se iran institucionalizando conocimientos que
serviran de base para la construccidn de otro posterior, hasta llegar a la construcciéon del algoritmo.
De manera que lo que internamente es accion, formulacidn, validacién, o institucionalizacién, forma
parte de la situacion de accién global en el caso de las tres primeras sesiones; de la situacion de

formulacién global en la cuarta; y de la de validacion e institucionalizacién global en la quinta.

Aunque no es posible prever exactamente en este analisis cuantas situaciones de cada tipo surgiran
en una situacion de aula real, se ha sefialado entre paréntesis el tipo de situacion que se espera
emerja através de cada sesion.

En concordancia con lo anterior, la progresion de las tareas y de las técnicas que se espera propiciar
a través de la secuencia en relacidén con los propdsitos de cada sesidn, se sintetiza en el siguiente

cuadro:
Tabla 1
Sesion  Propdsito de la sesion Tarea(s) Técnica(s)
1°y2° Experimentar con fracciones, -Medirla longitud de cintas no -Componer la longitud dada
problematizando el concepto de numeradas utilizando una unidad de con trozos menores
fraccién como medida. medida arbitraria (yuan)y trozos de utilizando material
ella. concreto.
Conceptualizarla fraccién como un - Cuantificar las mediciones realizadas  -Repetir €l trozo tantas
ndmero que permite cuantificar con los trozos utilizando mas de una VeCces sea necesario para
medidas y/o cantidades no enteras fraccién (cuantificar la medida de componer un yuan.
cada uno delos trozos de yuan). -Construir reglas graduadas
-Expresar las medidas delascintas de y medir la longitud delas
la sesidn anterior utilizando un solo cintas con ellas.
referente (cuantificarlas mediciones
utilizando una sola fraccién o un
entero y fraccion)
3°° Experimentar con la relacidn entrelas -Amplificar una fraccion:
fracciones, problematizando el -Dadas dos fracciones que expresanla  multiplicando numeradory
concepto de equivalencia. misma cantidad (cuyaigualdad seha denominador por un mismo
verificado previamente con material numero.
Conceptualizarla igualdad o concreto), determinar la operacidon -Simplificar una fraccion:
equivalencia entre fracciones: una matematica permite expresar una dividiendo numerador y
misma cantidadse puede expresar con  fraccién en los términos dela otra. denominador por un divisor
fracciones que utilizan diferente unidad comun.
de medida.
4° Determinar el sumando que reemplaza  -Dada una suma fracciones ya Para determinar el sumando
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50

convenientementea uno conocido

mediante una convencion matematica.

Construir un procedimiento estdndar
para sumar fracciones cuyos
denominadores son uno multiplo del
otro, sin tener que recurrir alas reglas
graduadas.

Profundizar en los fundamentos que
sustentan el procedimiento construido
en la sesién anterior.

Generalizar el procedimiento estdndar
para sumar fracciones cuyos
denominadores serelacionan de
diversos modos.

resuelta (cuya igualdadse ha
verificado previamente con material
concreto) en la que uno delos
sumandos tienen e mismo
denominador quela suma,
determinar qué otro sumando puede
reemplazar al que tiene un
denominador distinto a la suma.
Utilizar dicho procedimiento para
sumar fracciones.

Resolver sumas de fracciones cuyos
denominadores son uno multiplo del
otro, tienen un factor comudn oson
primos entresi.

“desconocido”: vivir un
proceso de convencion
matematica.

Para efectuar la suma:
buscarla familia de
fracciones equivalentes a
uno delos sumandos, y
luego sumar mediante
conteo.

Para efectuar la suma:
buscarla familia de
fracciones equivalentes a
ambos sumandos, y luego
sumar mediante conteo.
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Presentacion y analisis de la Secuencia didactica por sesion

Durante las dos primeras sesiones, el o la estudiante trabajara actividades para problematizar el
concepto de fraccion como medida. A través de ambas sesiones se espera que los estudiantes
formulen el producto de sus descubrimientos y discutan acerca de la validez de sus afirmaciones. Al
finalizar éstas, se espera que los y las estudiantes hayan conceptualizado el objeto matematico
“fraccion” como un numero que permite cuantificar medidas y/o cantidades no enteras
(institucionalizacién).

Primera Sesion

Esta fase se inicia con una primera sesién en la que se plantea la necesidad de medir la longitud de
unas cintas no numeradas utilizando como referente una unidad de medida desconocida, llamada

yuan.

En la pizarra estan ubicadas las siguientes cintas blancas (ilustracion 13), sin las divisiones, las que
deben ser medidas por los estudiantes organizados en grupos. Las divisiones y las respectivas
expresiones de la medida de las cintas que se presentan aqui son tentativas, ya que las mismas
pueden ser compuestas por otros trozos de yuan que determinen una longitud equivalente.

al

1/3 yuan 1/3 yuan 175 yuan

b)

1 yuan 1/5yuan 1715 yuan

c)

1/3 yuan 1/8yuan 1712 yuan

d)

1 yuan 1/8 yuan 176 yuan

e)

1 yuan 1/4 yuan 178 yuan

f)

/% yuan 115 yuan

g)

/3 ypumn

h)

1 yuan 172 yuan 173 yuan

1 yuan 1/4 yuan 1/3 yuan

llustracion 13
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Para ello, cada grupo dispone de dos set con una cinta cuya longitud es una unidad de medida
arbitraria (1 yuan) y varios trozos de diferentes colores y tamafios que representan fracciones

1111111 1 1 1

unitarias del yuan (=,=,—,=,=,=,—,—,— cuya cuantificacibn no es conocida por los
Y (2‘3‘4‘5‘6‘3‘10‘12‘15‘2u) Y P

estudiantes. Ademas tienen micas transparentes que miden 1 yuan y plumones que permiten escribir
en ellas.

En una primera instancia se le pide a uno o dos estudiantes de cada grupo que pasen a medir cada
uno una cinta distinta utilizando los trozos que tiene en su grupo. Se les indica que peguen los trozos
elegidos debajo de la cinta. Se espera que seleccionen dos o tres trozos que en conjunto compongan
la longitud de cada cinta puesta en la pizarra (accién).

Una vez que han sido medidas todas las cintas, la o el docente problematiza la situacidon preguntando
al curso “écudnto mide esta cinta?”. Se espera que los estudiantes sefialen que para poder
comunicar la cuantificacion de la medida, es necesario averiguar a qué parte de 1 yuan corresponde

cada uno de los otros trozos de colores utilizados para medir las cintas blancas.

Luego de establecida dicha idea, la o el docente toma uno de los trozos fraccionarios y le pregunta al
curso “équé podriamos hacer para averiguar a qué parte de 1 yuan corresponde este trozo?” La
discusion deberia ser gestionada por el/la docente de manera tal que surja la idea de repetir varias
veces la medida del trozo hasta ver cuantos de ellos componen un yuan (formulacion). Luego les pide

gue investiguen la medida de cada trozo de color (accién).

Es posible que algun grupo utilice las micas transparentes y plumones para marcar las medidas en
ellas, construyendo asi, “reglas graduadas en fracciones de yuan”; pero también puede ocurrir que
muchos repitan la medida del trozo utilizando el yuan de cartulina como referente, haciendo
pequefias marcas o incluso sin anotar. En este momento de la clase, el interés estd puesto en
investigar el valor de cada trozo de yuan, por lo tanto la construccién de las reglas no es
indispensable. Una vez que han averiguado el valor de cada trozo de color, cuantifican las mediciones
de las cintas blancas y las anotan en una ficha grupal (ficha 1, ilustracién 14).

Cuando todos los grupos han efectuado sus mediciones, se realiza una puesta en comun registrando
las medidas en la pizarra en una tabla similar a la de la ficha. Si hay mas de una forma de expresar la
medida, se anota cada opcidn surgida y se discute acerca de la equivalencia entre las distintas

combinaciones que componen la medida.
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Ficha 1.

¢Como podriamos expresar cuanto mide cada una de estas cintas?
Una vez que hayan decidido cémo hacerlo, anoten las mediciones en la tabla:

Cintas Medida
a) 1/3+1/3 +1/5
b)
c) 1/3+1/6 +1/12
d) 1+1/4 +1/6
i)

llustracion 14

Al cierre de esta actividad, siempre y cuando haya surgido a partir de los planteamientos de los
estudiantes, esimportante dar énfasis a que existe mas de una manera de expresar las medidas, v si
es posible, identificar las igualdades entre algunas de las fracciones utilizadas y dejarlas registradas
a un costado de la pizarra.

En este momento el/la docente incentiva la reflexion acerca del sentido de existencia de las
fracciones con preguntas tales como épor qué tuvimos que utilizar fracciones en esta actividad?
éPara qué nos sirvieron las fracciones? Si las medidas hubiesen sido cantidades enteras, éhabriamos
necesitado usar fracciones? ¢Como podemos estar seguros de que es asi? Las intervenciones de
los/las estudiantes plantearan situaciones de formulacién o de validacién segin comuniquen
informaciones o defiendan la validez de las afirmaciones expresadas.

Actividad 1 (Sintesis parala o el docente)

Materiales: cinta que representa una unidad de medida desconocida (yuan), varios trozos de
diferente tamafio y color menores que un yuan, micas de transparencias y plumon.

Necesitamos medir estas cintas blancas en una unidad de medida distinta a las nuestras, en “yuan”.
Tenemos un yuan, y también tenemos trozos que son parte de esta unidad de medida.

a) ¢Qué podriamos hacer para medir las cintas?

b) éComo podriamos expresar cuanto mide cada una de estas cintas?
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Segunda sesion

En |a segunda sesidn se plantea el desafio de expresar las medidas de las cintas de la sesién anterior
utilizando un solo referente: una sola fraccién de yuan, o un yuan y fraccién dependiendo si la cinta
es mayor o menor que un entero (accién). El/la docente inicia la clase formulando la pregunta “¢Qué
podemos hacer para expresar las mediciones realizadas en la clase anterior utilizando un solo
referente (cuartos, quintos, sextos, etc)?. En la pizarra estdn puestas las cintas y la tabla con sus
respectivas mediciones.

Se espera que los estudiantes propongan utilizar unas reglas graduadas, construidas con las micas
disponibles, como procedimiento. Si en la clase anterior no surgié la idea de utilizar las micas para
marcar sucesivamente la medida de los trozos pequefios de yuan, se les puede preguntar
directamente si las micas podrian ayudar a resolver el problema. Si la idea de las reglas graduadas
surgié, pero de manera aislada, el /la docente conduce una reflexion acerca de su utilidad, pidiendo
al o a los grupo(s) que usaron la regla que expliquen por qué les resulté atil (formulacidn). Luego,
incentiva a cada grupo a construir sus propias reglas para poder medir utilizando, en cada una de
ellas, unasolafracciéon como referente.

Cuando cada grupo tiene sus reglas, se les plantea utilizarlas para expresar la medicion con una sola
fraccion. Para ello, simultdaneamente, sale un integrante de cada grupo a medir una cinta cualquieray
la anota en su ficha grupal. Luego, sale otro integrante de cada grupo a medir otra cinta, y asi
sucesivamente hasta que cada grupo ha medido todas las cintas.

Una vez que todos los grupos han terminado de medir, se realiza una puesta en comuin anotando las
mediciones en la ficha 2. Es importante que, si hay mas de una forma de expresar la medida de una
cinta, se anoten las distintas opciones en la tabla (ilustracion 15), puesto que al terminar la actividad,
la o el docente se apoyara en ella para conducir una reflexién acerca de la equivalencia o igualdad
entre fracciones.

Ejemplo de tabla:

Medida en yuany fracciones de yuan

Cintas
Utilizando més de un referente Utilizando un solo referente
Expresion compuesta Expresion simple

a)

b) 19/15 de yuan

c) 7/12 de yuan

d) lyuany1/3deyuan

i)

llustracion 15
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Para ello, es conveniente relacionar las fracciones de la primera y segunda escritura con la que utiliza
un solo referente, enfatizando que la suma de fracciones unitarias de yuan es igual a una fraccion no
unitaria que utiliza una unidad de medida o referente comin a ambos sumandos. Es decir, que si
repito 13 veces un quinceavo, formaré la misma medida que 1/3 + 1/3 + 1/5, porque con 5/15 formo
1/3 y con 3/15 formo 1/5. Lo mismo ocurre si repito 2 veces 1/3 formo 2/3. Es decir, lo importante es
hacer notar que dicha medida comun se repite varias veces para formar la fraccién no unitaria. Es
conveniente invitar a los estudiantes a verificar dichas igualdades con los trozos de yuan (accidn).

En el cierre de la sesidn (institucionalizacidn) interesa relevar la idea de que una suma de fracciones

se puede expresar como una sola fraccidon que utiliza como referente una unidad de medida comun a

todos los sumandos. Por ejemplo, en el caso de la cinta c) se les puede preguntar qué tienen en

comun el los doceavos, los sextos y los tercios, buscando que emerja como idea que los sextos y los
tercios se pueden medir en doceavos (pueden superponer las reglas graduadas para ello). Lo mismo
se puede realizar con cada una de las otras cintas: los tercios y los quintos se pueden medir en
quinceavos; los cuartos y los sextos en doceavos, etc. Por otra parte, es conveniente retomar la

conclusién de la sesién anterior que indicaba que las fracciones son Utiles para expresar la medida de

cantidades no enteras

Es importante dejar registradas en la pizarra las distintas equivalencias surgidas en la clase (e ntre una
fraccidn y otra, o entre una suma y una fraccién), pues seran retomadas en la tercera y cuarta sesién
respectivamente (ilustracion 16).

Actividad 2 (Sintesis para el ola docente)

Materiales: micas para hacer reglas graduadas en yuan. Cintas pegadas en la pizarra.

Por grupos, participaran en una actividad consistente en construir reglas graduadas en yuan para medir las cintas que estan
en la pizarra. De este modo podrdn expresar las mediciones con un solo referente o unidad de medida: una sola fraccién de
yuan, o un yuany una fraccidon dependiendo si la cinta es mayor o menor que un entero.

Por turnos, sale un estudiante de cada grupo a medir una cinta, y anota la medicién en la ficha 2. Después de que cada
grupo haya medido todas las cintas serealizara una puesta en comun.

Ficha 2
Medida en yuan y fracciones deyuan
Cintas Utilizando mds de un referente Utilizando un solo referente
Expresién compuesta Expresidnsimple

a)

b) 19/15 deyuan

c) 7/12 de yuan

d) 1yuany 1/3 deyuan

i)

llustracion 16
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Tercera sesion

La tercera sesion tiene por objetivo que los y las estudiantes puedan consolidar la idea que sefala
que una misma cantidad se puede expresar con fracciones que utilizan diferente unidad de me dida
(validacion). Y que surja el concepto de amplificacién y simplificacion como procedimientos Utiles
para expresar una fraccién como otra igual con distinta unidad de medida como referente. Para ello
el docente problematiza a los estudiantes mediante diversas preguntas que los obliga a experimentar
situaciones de formulacidon y validacién en relaciéon con el significado de los procedimientos de
amplificacién y simplificacion. Se espera que al final de la sesién se institucionalicen dichos
procedimientos como técnicas validas para generar fracciones iguales a otras dadas utilizando
diferentes unidades de medida como referente.

El o la docente inicia la clase escribiendo en la pizarra algunas de las igualdades entre fracciones
individuales surgidas en las sesiones anteriores.

El o la docente comienza la sesidn recapitulando lo trabajado en las fases anteriores: sefiala > que en
la primera sesion midieron las cintas utilizando yuanes y trozos de yuanes, y que luego expresaron
cuanto mide cada cinta. En este momento les pregunta a nifios y nifias si esa actividad les permitié
descubrir para qué sirven las fracciones. La idea es destacar el caracter funcional de las mismas. Se
espera que respondan que sirven para expresar cantidades o medidas no enteras. En la segunda
sesion expresaron la medida de cada cinta como una sola fraccion de yuan, o un yuan y una fraccién
utilizando las reglas graduadas en yuan. Recuerda que a través del trabajo realizado en ambas
sesiones, fueron surgiendo las igualdades o equivalencias que ha anotado nuevamente en la pizarra 'y
pregunta:

oo ta
da | =

. . L - s y . 2 oo 1
¢Qué operacion matemdtica nos permite expresar esta fraccion (por ejemplo g ) como esta fraccion ( 3 )?

Se espera que chicos y chicas sefialen que deben dividir en dos tanto el numerador como el

denominador de la fraccion ;. O bien multiplicar por dos el numerador y el denominador de la

., 1
fraccion T

Es importante aqui profundizar en dos ideas que frecuentemente se convierten en obstaculos
didacticos:

-se produce una confusion entre la division o la multiplicacién de la fraccién y la divisidon o
multiplicacion de numerador y denominador como procedimiento para buscar fracciones iguales con
distinta medida

-los estudiantes piensan que al simplificar se achica la fraccién y que al amplificar, se agranda

15 . . e e . . .
También puede gestionar el inicio con preguntas conducentes a rememorar lo realizado en las sesiones
previas.
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Resulta muy conveniente, en ese sentido, problematizar a los estudiantes tomando el material
concreto y mostrando que al dividirlo o multiplicarlo no se origina la igualdad. Por ejemplo se
pueden tomar dos trozos de 1/8 de yuan, juntarlos frente al cursoy preguntar:

Estos, éson E ? Si los divido en dos (los separa) éobtengo _11 ?

Este trozo, ¢wrresponde a _11 Si lo multiplico por dos (toma otro cuarto y lo pone junto al primero)

éobtengo 2?7

Es probable que en este momento surja el concepto de amplificacion o simplificacién como
respuesta a la problematizacion respecto de la division y la multiplicacion. Es decir, no se divide la
fraccion sino se simplifica y no se multiplica la fraccidn sino se amplifica. Entonces se puede abordar
la segunda problematica preguntandoles qué es simplificar y amplificar. Con bastante frecuencia los
y las estudiantes sefialan que amplificar es agrandar y que simplificar es achicar la fraccién, entonces
es pertinente contrastar dicha afirmacion tomando material concreto y preguntando:

éSi _11 lo amplifico por dos obtengo %?{toma_l1 y% deyuan y los pone uno arriba del otro de manera que
ambos queden visibles)

éSe agrando este auarto?é Como quedd 2 Podemos afirmar que auando amplificamos agrandamos la
fraccién?

Otra posibilidad para verificar las igualdades es sobreponer las reglas graduadas en las unidades de
medida presentes en laigualdad.

Después de que los estudiantes han establecido fehacientemente que la simplificacion y la
amplificacién son procedimientos que nos permiten expresar una fraccién en otra igual pero con
distinta unidad de medida, y los han validado con cada una de las igualdades establecidas en las
clases anteriores, se les entrega la ficha 3 (individual): buscando la misma fraccion.

Ficha 3: Buscando la misma fraccion

1.- En la actividad anterior, pudieron establecer que una misma fraccién se podia expresar con distinta unidad de medida, sin que la
fraccion cambie. Utiliza lo aprendido para buscar cuatro expresiones distintas para las siguientes fracciones:

Medidas
a) 1_
S =
b) A
15~
3] E
5=
d) 1_
Z=

llustracién 17

16 . .z . . s .
Es aconsejable, a lo largo de esta sesidn, repetir esta problematizacion cuantas veces sea necesario, ya que

es muy comun confundir la simplificacién con la division de la fraccién y la amplificacidon con la multiplicaciéon
de la fraccion.
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Una vez que todos han desarrollado su ficha, se realiza una puesta en comun contrastando las
diversas respuestas dadas porlosy las estudiantes.

Se cierra la clase retomando las problematicas centrales: simplificar v/s dividir-achicar y multiplicar
v/s multiplicar-agrandar, para precisar los conceptos de amplificacion y simplificacion, vy
reflexionando acerca de la posibilidad de establecer infinitas fracciones iguales a una dada.

Cuarta sesion

En la cuarta sesidn el propdsito es que los y las estudiantes se basen en las relaciones y técnicas
trabajadas en las sesiones anteriores para construir un procedimiento estandar para sumar
fracciones sin tener que recurrir a las reglas graduadas (éstas pueden ser utilizadas para verificar
igualdades, pero no para realizar la suma).

Para ello la o el docente ha organizado previamente algunas de las equivalencias de la tabla
construida en la segunda sesion, en funcion de la relacion entre los denominadores de la suma vy
seleccionado dos o tres igualdades de entre aquellas en la que los denominadores de la suma son
multiplos entre si."’. Con apoyo en estas expresiones se pretende inducir, mediante la siguiente
reflexidn, la conveniencia de amplificar una de las fracciones para expresarlas con un mismo
referente o unidad de medida:

-éPodemos expresar las mediciones realizadas en la clase anterior como una suma?

L I,1
-¢A qué seria igual S+ ¢ de yuan ? Consulten la tabla.

1
+7 de yuan como una sola

2
-Entonces ¢Como podriamos  expresar esta suma de fracciones 3

fraccion?

-Recordemos algunas equivalencias establecidas en la clase anterior. Por ejemplo, iestamos de
. . 1 7
acuerdo en que estas expresiones son iguales? 7 +¢ de yuan = z de yuan

-Si no tenemos las cintas, équé pasos podriamos seguir para hacer la transformacion?

g 1 7 ) Lo .. ,
-(tapando el primer sumando de 7 +3 de yuan = z de yuan ) ¢qué fraccion deberia ir aqui para

que sumado a 1/8 permita obtener 7/8? (Se espera que los y las estudiantes respondan 6/8)

-Por lo tanto, ¢ podemos afirmar que 6/8 es equivalente a 3/4?

-(Si hay dudas pregunta) ¢Alguien puede venira verificar con la cinta graduada que 6/8 es equivalente
a %? ¢ Puedes verificar cudntos octavos hay en un cuarto?

-Entonces, ¢ podriamos afirmar que por cada cuarto hay dos octavos?

17 ey ’ .« g , . ’
Las otras dos posibilidades son: tener un factor comun distinto de si mismo, o no tener factor comun. A este
ultimo caso también se le denomina primos relativos.
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-¢Qué procedimiento matemdtico nos permite expresar 3/4 como 6/8 si no tuviésemos las cintas? (Se
espera que los y las estudiantes sean capaces de reconocer que se puede multiplicar numerador y
denominadorpor?2 o amplificarpor?2)

De ser necesario, se repite el proceso con otras equivalencias hasta que se asimile el sentido de la
amplificacién como un procedimiento surgido en el contexto de una estrategia de busqueda de una
comun medida. Es importante potenciar las diferencias de opinién que pudieran producirse en torno
a la amplificacion/ simplificacién para generar debate, e instancias de validacidn de dicha técnica y
de sus significado. Por otra parte, como procedimiento interesa comprender que es una abreviacion
del método de comparar las longitudes de las fracciones a sumar con las reglas graduadas en
distintas medidas hasta dar con un referente comun.

Es importante que el ola docente elija en primer lugar sélo fracciones cuyos denominadores son uno
multiplo del otro para facilitar la induccién de la posibilidad de amplificar para encontrar fracciones
con una comun medida, puesto que en este caso basta con buscar la familia de una de las fracciones
para encontrar la fraccién buscada.

Fichad
Expresa lasuma de las siguientes medidas.
Medidas
1 . 2
1) 276
2 . 1
2) 155
4+ 2
3) 39
2) 1 . 5
4 12

llustracion 18

A continuacion se entrega a las y los estudiantes la ficha 4 (ilustracion 18) que plantea sumas de
fracciones cuyos denominadores son uno multiplo del otro, incluyendo entre los sumandos
fracciones no unitarias. Al término del desarrollo de la ficha se realiza una puesta en comun en la que
la o el docente le pide a diversos estudiantes que expliquen cual es el procedimiento que les permitio
expresar las medidas utilizando un solo referente (formulacidn). Se propicia un debate en torno a por
gué ese procedimiento funciona (validacion).

En este momento, se realiza un cierre de la clase sistematizando el procedimiento construido para
sumar fracciones. Se espera que los y las estudiantes sefalen que para expresar la suma como una
sola fraccién, es posible utilizar la estrategia de buscar -mediante la técnica de la amplificacion o
simplificacion- la familia de fracciones de uno de los sumandos para expresar ambos sumandos con
el mismo referente o unidad de medida (institucionalizacién).
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Quinta sesion

El propésito de la quinta sesidn es que los estudiantes profundicen en los fundamentos que
sustentan el procedimiento construido en la sesién anterior (validacién), y lo generalicen,
utilizdndolo para sumar fracciones cuyos denominadores se relacionan de diversos modos
(institucionalizacién).

Ficha5
Expresa lasuma de las siguientes medidas.
Medidas
1 . 2
1) 4 &
2 . 1
2) 3 5
3 . 2
3) 86
1 . 3
4) 2’5
1 . 3
5) 3 16
2 . 1
6) 25 5

llustracion 19

La sesion comienza problematizando a los estudiantes al pedides que resuelvan (ficha 5, ilustracion
19) sumas de fracciones cuyos denominadores son uno multiplo del otro, tienen un factor comun o
son primos entre si. Se espera que los estudiantes resuelvan las del primer caso y se conflictuen con
los otros, que exploren buscando fracciones equivalentes a uno de los sumandos, y que al ver que no
logran igualar los referentes, prueben buscando fracciones equivalentes al otro sumando. Mediante
la observacion, es posible que logren darse cuenta que en ambas “familias de fracciones”®® se
encuentran fracciones que utilizan el mismo referente y que decidan reemplazar ambos sumandos
por sus respectivas fracciones equivalentes con igual denominador (accién). Es decir, esperamos que

chicos y chicas sean capaces de extrapolar el trabajo realizado en la clase anterior y se den cuenta de

18 . ore . . . . ,
En chile, se les llama “familia de fracciones” al conjunto de fracciones equivalentes entre si.
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que pueden utilizar la técnica de amplificar, esta vez buscando las fracciones equivalentes a ambas
fracciones, para encontrar un referente comun.

Si después de dar tiempo suficiente para resolver los ejercicios (10 minutos), se observa que los
estudiantes sélo resuelven aquellas operaciones en las que los denominadores de las fracciones son
uno multiplo del otro, y no surge la extensidn del procedimiento como respuesta al desafio se podria
presentar un caso extraido de la tabla:

-Recordemos un eiemplo similarde un parde sesiones atrds. En esa ocasion, establecimos que

1,1 5
4+Eds}u',|::n_ = de yuan

-¢Qué procedimiento matemdtico nos permitiria expresar 1/4 y 1/6 utilizando doceavos como
referente?

Es probable que algunos estudiantes se den cuenta que pueden expresar las fracciones como
doceavos directamente si amplifican por 3y por 2 respectivamente (y que no es necesario escribir la
familia). Si alguien no lo entiende es importante darle tiempo para que establezca la relacién. Sdlo
en caso de no ser asi, la o el docente puede realizar preguntas especificas que la induzcan, como por
ejemplo écuantos doceavos hay en un cuarto?

Entonces se puede preguntar al curso:

-éComo habriamos podido calcular la suma si no supiésemos de antemano que se podia expresar en
doceavos?

El propdsito es que los y las estudiantes reparen en que pueden buscar la familia de ambas
fracciones y seleccionar de cada una aquella que esta expresada en una misma unidad de medida (en
este caso doceavos, veinticuatroavos, etc).

Una vez que los y las estudiantes han visualizado que pueden amplificar ambas fracciones, se les
insta a utilizar dicho procedimiento para resolver los calculos planteados en la ficha 5.

Al término del desarrollo de la ficha se realiza una puesta en comun. El o la docente le pide
sucesivamente a tres estudiantes que relaten detalladamente qué hicieron para sumar una fraccion
determinada cada uno, teniendo cuidado en incluir los tres tipos de relaciones entre los
denominadores (uno multiplo del otro, primos relativos, y con un factor comun).

En el primer caso se busca relevar el hecho de que es necesario amplificar ambos sumandos para
encontrar una comun medida. En el segundo, busca establecer que la medida comun es el producto
de los referentes de cada uno de los sumandos. El tercer item permite verificar que el algoritmo
construido es valido para todos los casos incluyendo fracciones no unitarias.

Al término de la sesidn la o el docente pregunta a los y las estudiantes ¢ por qué esta técnica funciona

para cualquier par de sumandos? (validacidn). Luego les pide que en conjunto redacten el

procedimiento construido de manera tal que cualquier compaiero de curso —haya o no participado

en la actividad- pudiese entenderlo (institucionalizacion). Se espera que los y las estudiantes sefialen
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gue mediante la técnica de amplificar o simplificar una o ambas fracciones, buscan fracciones iguales
a las originales con un referente o unidad de medida en comun. La relaciéon con los algoritmos
previos variara segun el o los algoritmos aprendidos inicialmente, pero en todos los casos se busca
igualar los denominadores para expresar las fracciones a sumar o a restar como otras iguales que
utilizan una unidad de medida o referente en comun.
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4.3 Fase de experimentacion

La secuencia didactica se trabajé mediante cinco sesiones en una situacidon experimental con un
grupo de nueve estudiantes de 6° afio basico de un colegio municipal (publico) cuyas edades fluctian
entre los 11-12 afios de edad. Seis de los nueve estudiantes fueron seleccionados de entre quienes
participaron en la entrevista inicial, teniendo cuidado de elegir a quienes habian experimentado
dificultades para operar aditivamente con fracciones. Otros tres fueron escogidos al azar, con la
ayuda de la profesora de matematica, teniendo como Unico requisito que no fuesen los estudiantes
aventajados del curso. Las tres primeras sesiones contaron con la participacion de los nueve nifios y
ninas, las dos ultimas de sdlo seis, puesto que los otros tres no habian asistido al colegio ese dia. Su
participacion fue voluntariay no tuvo retribucion alguna.

Las sesiones se realizaron en la semana que va del 4 al 8 de octubre del presente afio horario escolar,
en una sala facilitada por el establecimiento para tal propdsito. La primera sesion fue de
aproximadamente 90 minutos, las cuatro restantes duraron alrededor de 70 minutos ™

Cada estudiante recibio los materiales necesarios para trabajar en la secuencia. Cuando debieron
trabajar en grupo lo hicieron en grupos de a tres. En cada sesion los y las estudiantes se enfrentaron
a las actividades disefiadas sin recibir indicaciones adicionales. Es decir, ellos no sabian cudl era el
proposito de cada sesion ni de la secuencia completa, sino sélo de las tareas solicitadas.

El registro de las sesiones se hizo a través de videograbacion, y se recogieron las cuatro fichas de
trabajo que contemplaba el conjunto de las sesiones.

Todos ellos ya habian visto la adicidén de fracciones en el contexto escolar. 20

La profesora de matematicas corrobord la informacién recabada inicialmente en las entrevistas
realizadas a los estudiantes del curso durante el mes de agosto del 2010, respecto al algoritmo
ensefiado para la suma y resta de fracciones.

El algoritmo que ellos habian estudiado se basaba en la busqueda del minimo comdn multiplo, cuyo
. . . . 1,1 .
foco estd puesto en los denominadores de las fracciones. Por ejemplo, para sumar§+ p realizan los

siguientes pasos:

1° Escribir los multiplos ordenados de cada denominador y encerrar
aquellos que soniguales. 3
2° Anotar el lugar que ocupa en la serie cada nimero seleccionado sobre 12

la fraccion respectiva (por ejemplo, como el primer 6 esta en el segundo

1 . . 9
lugar, se anota un 2 sobre 37y como el segundo 6 esta en el primer lugar,

1 -
se anota un 1sobre el z ) llustracién 20

3° Amplificar cada fraccién para igualar denominadores, y sumar o restar.

19 . .z ;. . .
Las clases en Chile suelen tener una duracidn de dos horas pedagodgicas consecutivas de 45 min. cada una.

20 , . . . . o s . ,
El curriculum chileno contempla el estudio de dicho tema en quinto afio basico, sin embargo, ellos o habian
visto a principios del presente afio en sexto afio basico.
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4.4 Fase de validacion

La validacién de una ingenieria didactica se realiza a través de la confrontacién de las hipdtesis
planteadas en el andlisis a priori y el andlisis de resultados de la fase experimental (andlisis a
posteriori)

Con el apoyo del registro videografico, analizaremos cada una de las cinco sesiones realizadas
identificado los momentos de accion, de formulacidn, de validacién y de institucionalizacién, y
contrastando las hipdtesis planteadas respecto a los objetivos a lograr en cada sesion.

Para transcribir fragmentos de los dialogos se usardn la siguiente nomenclatura:

— E1, E2, ... para denominara a los estudiantes. Cada estudiante tendra siempre un mismo
numero.

— GE: Grupo de estudiantes, implica que la respuesta es grupal (en ocasiones no es posible
distinguir a cada uno de quienes responden)

— P:Profesorainvestigadora

Primera sesion

En esta sesidn, los estudiantes se enfrentaron a la primera tarea grupal de “medir” las cintas de

cartulina blanca pegadas en la pizarra, utilizando para ello trozos de cinta de cartulina de colores.

llustracion 21

Cada grupo recibid los siguientes materiales:

e Unset con una cinta cuya longitud es una unidad de medida arbitraria (1 yuan)

e Varios trozos de diferentes colores y tamafos que representan fracciones unitarias del yuan
Cadatrozo con una medida determinada esta asociado a un color (el mismo para cada set).
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. .. 21 1 1 1 1

e El detalle de los trozos de cinta es el siguiente”": un trozo de -, dos de E' tres de v tres de >
1 . 1 . 1 . 1 1 o -

cuatro de 2 cinco de > seis de 0 siete de ey y ocho de = El criterio utilizado para la

cantidad de trozos a repartir fue que pudiesen establecer equivalencias entre los trozos y
que no pudiesen formar el entero con ellos. Es decir, que pudiesen formar mas de un medio,
pero menos de una unidad.

e 10 micas transparentes que miden 1yuan

e 1plumén permanente (para poder escribir en ellas).

La clase se inicia cuando, después de haber repartido los materiales, la profesora plantea cémo es
posible medir las cintas que estan en la pared.

Los estudiantes inician el trabajo sin saber que los trozos representan fracciones de yuan. La primera
actividad corresponde netamente a una situacién de accion, en la que los y las estudiantes requieren
experimentar y descubrir el conocimiento. En general actuaron siguiendo las indicaciones iniciales y
apoyandose en el docente para aclarar situaciones relativas al contrato didactico: hicieron preguntas
del tipo, ése pueden usar tres trozos?, ése puede usar el trozo grande? (se refieren al yuan).

Para componer la medida de las cintas, pusieron los
trozos de colores con cinta adhesiva bajo cada cinta
blanca.

El primer conflicto que se les presentd fue determinar
qué trozos lograban componer exactamente la medida de
la cinta blanca, en general lo resolvieron por ensayo vy
error atendiendo al tamano de cada uno de los trozos, las
situaciones de comunicacién que se produjeron fueron
del tipo:

7 . z . ”
llustracién 22 E1: “con este me sobra, necesito uno mds chico
E2: “entonces lleva el rosado que es mds pequefio”

Otra estrategia fue variar la cantidad de trozos utilizados en la composicion.

El segundo conflicto se presentd cuando pasaron a la pizarra a verificar que los trozos elegidos
compusieran exactamente la medida.

P: Estos trozos, (sefiala una cinta especifica) é¢coinciden con la medida?
E6: (pasa adelante y observa desde cerca) No.

P: éPorqué?

E6: Estd sobrepuesto

21 . . , . , .
La medida de las cintas no estd marcada, pues es parte de lo que deben concluir a través de la secuencia.
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Los demds manifiestan estar de acuerdo con la afirmacion que hizo E6.

llustracion 23

Esta parte de la actividad fue disefiada como antecedente de la posterior en la que se problematizara
alos estudiantes preguntandoles por la cuantificacion de cada una de estas medidas. Por lo tanto no
se hace necesaria la validacion ni institucionalizacidon de conocimientos, puesto que para el nivel
cognitivo de los estudiantes la composicion de los trozos de cinta con otros menores no representan
mayores desafios que los descritos.

En ese momento se dainicio a la segunda parte de la primera sesién, cuando la profesora pregunta:

P:y si nosotros quisiéramos expresar cudnto mide esto (muestra una de las cintas) ¢Como
podriamos expresar cudnto mide esta cinta?.

La respuesta es la esperada: utilizar los colores como referenciay darse cuenta de que no tienen
cémo cuantificar.

E2: Unyuany....
E4: Un yuan y un rosado... (se refiere al color sandia)

No han cuantificado la medida. La profesora insiste:

P: Pero si lo quisiéramos cuantificar, si quisiéramos decir la cantidad...

P: éSabemos cudnto es esto? (muestra un trozo que corresponde a 1/5de yuan en la cinta
compuesta porun yuan 1/5y 1/15)

E2: (%? (lanza una respuesta “al aire”, lo dice dubitativo... los demas observan)
Cuando E2 formula su respuesta, surge la fraccion como herramienta de cuantificacion de una
cantidad no entera, en este caso representada por un trozo de yuan. Los demds no cuestionan
ni corroboran la afirmacién de E2.

P: éCoémo lo podriamos averiguar?
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. 22 . , . .
GE: con una huincha® de medir, si, con una huincha de medir.
P: Pero no tenemos huincha de medir... sélo tenemos el material que tienen ustedes en la
mesa.

Parte de las condiciones de esta actividad era tener material concreto disponible, ademas de los
trozos de cintas, los y las estudiantes cuentan con las micas transparentes y los plumones.

Para poder llegar a cuantificar la medida de las cintas es necesario cuantificar la medida de los trozos
que lacomponen, la profesora acota alin mas la tarea preguntandoles porla medida de uno de los
trozos:

P: éCémo podriamos averiguar por ejemplo, cudnto es uno de estos verdes ? (sefiala un trozo)

Se quedan pensando, la profesora repite la pregunta y lesindica que si necesitan mas material
porque se les acabo algun color ocupandolo en la pizarra, tiene mas trozos en un sobre (cada grupo
ha utilizado muchos de sus trozos para componer las cantidades que estan en la pizarra, y es
probable que les falte algun tipo de trozo)

P: Recuerden que los rosados son un yuan y que las micas también miden un yuan (hace la
accion de superponer la mica con el trozo correspondiente a un yuan frente a los
estudiantes)

Un estudiante necesita precisar las reglas del contrato didactico:

E2: ¢se pueden doblar?
P: no, no se pueden doblar

En ese momento los y las estudiantes se vuelcan nuevamente a experimentar con el material que
tienen disponible para resolver el problema de la cuantificacidén de los trozos. Es decir, vivencian una
fase de accion que posteriormente les permitira formular una respuesta al problema:

E6: Elverde es un medio
P: éPor qué es un medio?

E6: porque es la mitad de un yuan

La profesora le pide ala estudiante que busquen una
manera de probar a sus compaferos que
efectivamente corresponde a un medio:

P: ¢éY como puedes comprobar que es la
mitad?

Se demoran poco tiempo en descubrirlo. Dos grupos

descubren simultdaneamente una forma de probarlo ..
llustracion 24

22 Una huincha de medir es una cinta graduada que se utiliza para medir longitudes.
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(validacion):

Mientras E6 enfrenta el desafio, E2 llama a la profesoray le muestra cdmo averigud la medida del
trozo: con la ayuda de sus compafieros de grupo, toma el trozo, marca con el dedo la medidaenla
cintarosada que representa un yuany lo traslada verificando que al repetirlo dos veces completa el
entero.

Los demas lo observan, E6 sefiala que lo hizo de manera diferente, mostrando que con el plumdn
marcé la medida en la mica transparente. La profesora contrasta ambos procedimientos frente al

grupo.

Los y las estudiantes escuchan con atencion ambos procedimientos y validan la formulacion de sus
compafieros sefialando que es lo mismo.

E3: Es lo mismo que hizo él (se refiere a E2), ... repitio dos veces el verde.
P: Es lo mismo, solo que (ella) lo hizo en la mica, ¢ cierto?

La profesora muestrala mica graduada en medios y conduce una reflexién acerca de la herramienta
construida. Hasta entonces, como resultado del procedimiento que les permitié cuantificar la medida
de un trozo, un grupo de estudiantes construyd una especie de regla, pero no la han
conceptualizado como tal:

P: éA qué se parece esto?

GE: A una regla

P: A unareglaino es cierto?? ¢ Pero en cuanto estd medida esta regla?
GE: En dos partes

P: éY cudnto mide cada parte?

GE: un medio (algunos) ... la mitad de un yuan (otros)

Los y las estudiantes asienten para dar cuenta que estan de acuerdo en que el trozo verde
corresponde a una mitad de un yuan. El grupo que hizo la regla en la mica, ha escrito % en cada
parte.

23 . , . . . .z . .
En Chile es comun usar el modismo “éno es cierto?” para buscar la corroboracion de una afirmacion.
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llustracion 25

Los otros grupos construyen sus propias reglas de modo similar, pero escriben % sobre la linea que
gradua.

Lo que inicialmente fue una acciodn, se transforma en validacién, ya que los y las estudiantes validan
qgue efectivamente el trozo verde corresponde a medio yuan utilizando el procedimiento mostrado
por sus

Una vez que todos han construido sus reglas de medios, la profesora pregunta:

P: éEstamos de acuerdo en que el verde oscuro, representa medio yuan?

GE: (en coro) Siiit...

P: éPodrian escribirlo entonces sobre eltrozo que estd en la pared? (muestra el trozo que dio
inicio a esta parte de la actividad)

Un estudiante pasa a escribir % sobre el trozo verde oscuro que esta en la pared. Y la profesora
escribe en la pizarra: “verde oscuro: %"

En este momento se hainstitucionalizado que un trozo verde corresponde a medio yuan,
recordemos que en las situaciones de institucionalizacién “se intenta que el conjunto de alumnos de
una clase asuma la significacion de un saber elaborado por ellos” (Galvez, 1994, p. 44)

El resto de los y las estudiantes de los grupos han continuado experimentando a través de la
manipulacion del material. Surgen varias situaciones simultaneas:

E1: Un celeste es la mitad de medio yuan (ha puesto consecutivamente dos trozos celestes
sobre un trozo de un medio y comprobado que calzan en forma exacta).

P. ¢Cudnto es un celeste entonces?

GE: Un celeste es la mitad de un yuan (repiten a coro)

E2: (dirigiéndose a E1) cuatro celestes son un yuan.

E3: los celestes son un cuarto de yuan.

El estudiante E1 estd entusiasmado buscando equivalencias:

E1: Mire! éste es la mitad de la mitad del medio yuan...
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llustracion 26

Paralelamente, E2 ha pedido mas trozos color piel a la profesoray poniendo tres trozos consecutivos

descubre que corresponde a un tercio

E2: Tia mire, este es un tercio
P:écomo lo supiste?
E2: Porque con tres trozos completo un yuan.

llustracion 27

En este nuevo momento de accién han surgido dos nuevas estrategias. Primera, establecer
relaciones de igualdad entre las fracciones (dos celestes son medio yuan) y sacar deducciones de
este tipo a partir de dicha relacion: si dos verde oscuro son un yuan y dos celestes son un verde
oscuro, entonces cuatro celestes son un yuan, por lo tanto, un celeste es un cuarto de yuan.

Segunda, componer el todo “yuan” con tantos trozos de partes alicuotas como fuese necesario.
Como la intencidn era que los estudiantes relacionaran la fraccién con su significado como medida
(dado que el significado parte-todo no favorece la comprension de la adicion de fracciones), en este
momento la profesora comenzd a controlar la variable de comando nimero de trozos de un mismo
tipo disponibles para propiciar la utilizacion de la estrategia de repetir el trozo n veces hasta formar

la unidad.
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De manera que los y las estudiantes continuaron trabajando averiguando el significado de los trozos
usando la estrategia de repetir el trozo en la mica o de repetir el trozo en otro trozo (accién). Cuando
averiguaban el valor de un cierto tipo de trozo (formulacidn), lo contrastaban con los formulados en
los otros grupos (validacion) y luego lo anotaban en los del color correspondiente que estaban
pegados en las cintas de la pared.

Cuando todos los grupos terminaron de construir sus reglas, la profesora guia una sistematizacién de
las ideas surgidas en la clase (institucionalizacion):

P: Cuando nosotros queriamos decir cudnto media cada una de estas cintas, ¢ Podiamos
decir cudnto media?

GE: No

P: éQué tuvimos que hacer para decir cudnto media una cinta?

E2: tratar de sacar [se refiere a calcular] la medida de los pedacitos

Se hace evidente que sin las fracciones no se pueden comunicar medidas no enteras, la fraccidn
resuelve el problema

P: éComo lo averiguaron?

GE: Usando las micas

P: éComo usaron las micas?

E2: Repetimos los pedacitos para ver con cudntas repeticiones se formaba un yuan

La fraccién surge de la accidon de comparar una cantidad de magnitud con una unidad: estan
midiendo.

P: éPara qué nos sirvieron las fracciones?

E2: Para saber o decir cuanto median las cintas.

P: Si esta cinta hubiese medido un yuan, y esta otra (muestra otra de las que estdn en la
pared) hubiese medido dos yuanes, ¢ hubiésemos necesitado ocupar las fracciones?

GE: No

P: Entonces é¢en qué momento de la actividad tuvimos que ocupar las fracciones?

GE: cuando tuvimos que decir cudnto median las cintas que no median yuanes exactos

En este proceso de institucionalizacion se explicita la funcionalidad del objeto matematico fraccion,
la fraccion cobra un sentido.

A continuacidn, a partir de las intervenciones de los estudiantes, se conviene una definicién del
sentido de las fracciones: “las fracciones nos sirven para expresar cantidades o medidas no enteras”.

En la ultima fase de esta primera sesidon se les reparte una ficha grupal para que anoten la medida de
cada unade las cintas, puesto que estainformacién serd la base del trabajo de una sesidn posterior.
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Ficha 1, grupo 1

Ficha 1, grupo 2

llustracion 28

llustracion 29

Ficha 1, grupo 3

llustracion 30

En conclusidn, en esta primera sesion, los y las estudiantes se enfrentaron a dos tareas: componer las
cintas con trozos menores, y cuantificar la medida de cada uno de los trozos.

La problematizacion central era expresar cuanto es la medida. La experiencia de aplicacion confirma
la hipodtesis, es decir, la problematizacion condujo a los y las estudiantes a que buscasen un
procedimiento para cuantificar la medida de un trozo utilizando como unidad de referencia un yuan.
Dos estudiantes realizaron el mismo procedimiento: repetir el trozo menor en el trozo mayor, y los
demas aplicaron mayoritariamente la misma estrategia.

En esa accion fundamental estd implicito el concepto de medida. Para Gairin & Rocher (2002) el
medir involucra “acciones en las que hay que comparar una cierta cantidad de magnitud con la
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unidad”(p. 142). Y como pudimos apreciar, los estudiantes compararon una cierta cantidad de
maghnitud (el trozo menor) con la unidad de referencia (el trozo mayor igual a un yuan). Al momento
de expresar dicha medida surge el objeto fraccion. Tal como los nimeros naturales emergen cuando
se quiere cuantificar una cantidad en el contexto de la actividad de contar, las fracciones surgen
como un tipo de niumero que permite cuantificar el resultado de una medicién.

llustracion 31

Ademas emergieron otras dos estrategias: sacar conclusiones a partir de equivalencias entre los
trozos, y poner tantos trozos como fuese necesario hasta completar la unidad de medida.

En el primer caso, al hacer la relacién entre los cuartos y los medios, lo que estd haciendo el

. . . . 1
estudiante es medir en dos fases. Primero apreciando que el celeste [;] cabe dos veces en el verde

1
[_zl (en ese instante se utiliza el medio como referente), y luego observando que dado que el verde

cabe dos veces en el yuan, el celeste cabra cuatro. De manera que el significado preponderante es el
de la fracciéon como medida.

En el segundo caso, la accion involucrada es la inversa a fraccionar un objeto en partes iguales pues
al ver cuantas de las partes componen el todo, estd componiendo con partes iguales. Es importante
observar aqui que ello fue posible sélo en un momento breve de la actividad porque, como los
estudiantes podian pedir mas trozos, algunos de ellos pidieron tantos trozos necesitaran para
completar el entero. En adelante se controlé la variable cantidad de trozos disponibles, y cuando no
tuvieron la cantidad total de trozos que les permitian componer el entero, estuvieron obligados
utilizar la estrategia inicial. Es decir, si no hubiesen tenido tantos trozos disponibles la situacién los
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habria conducido a utilizar sélo la estrategia inicial. Lo que nos indica que la cantidad de trozos de un
mismo tipo disponibles en el set de materiales, es una variable de comando importante de
considerar.

Otra variable importante de considerar es la exactitud en la anotacién de la medida de cada trozo
después de cada iteracidn, ya que una pequefia diferencia (por ejemplo un milimetro) dificultaba el
establecer cuantas veces el trozo formaba la unidad, eso ocurrié sobre todo con los trozos mas
pequefios. La comparacidon de las mediciones entre los grupo permitié que constataran y luego

corrigieran el error.

A través de esta sesidn, los y las estudiantes, en el contexto de resolver la tarea de cuantificar una
medida no entera, vivieron situaciones de accidn, de formulacion y de validacidn, que permitieron la

emergenciay resignificacion del concepto de fraccion, confirmando la hipdtesis inicial.
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Segunda sesion

En la segunda sesidn los y las estudiantes se enfrentaron al desafio de expresar las mediciones de las
cintas utilizando un solo referente: una sola fraccion de yuan, o bien un yuan y fraccién.

P: iQué podemos hacer para expresar estas medidas (indica las cintas con sus composiciones
mediante trocitos ya cuantificados) como una sola fraccion.

La respuesta (formulacion) fue la esperada, como en la sesidn anterior cada grupo habia construido
sus reglas, no fue dificil que se les ocurriera acudir a ellas.

E3: Podemos usar las reglas.

E4: si, eso.

P: ¢Ustedes creen que les serviran?
GE: Si

P: Vean sise puede

llustracion 32

Los estudiantes pasan a comprobar que las reglas efectivamente les sirven para expresar las
mediciones con un Unico numero, en este caso la fraccidén. En rigor esta es una situacién de accion
que simultaneamente les esta sirviendo para validar dos ideas: las fracciones sirven para expresar
medidas de cantidades no enteras y las reglas graduadas en fracciones son una herramienta util para
resolver el desafio.

Comentan el resultado de su accion (formulacion):

E9: si, resulta, este mide 4/15
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E4: (A ver? (pasa adelante con su reg/024 graduada en doceavos) No, no sale

E9: con otra regla

P:anda a buscar otras reglas para que pruebes.

E9: vuelve con todas las reglas y comprueba que la que le sirve es la de los quinceavos.

Para que los estudiantes no se obstaculicen al realizar las mediciones (las cintas estan en la pared), se
les pide que salga, por turnos, un estudiante por cada grupo. En la pared hay 9 cintas. Cada grupo
debe medir tres.

Cuando todos hubieron medido tres cintas, pasan a medir otras tres. A medida que van realizando
las mediciones, van registrandolas en una ficha grupal.

En el curso de la actividad se enfrentan a algunos obstaculos:

E7: ésta no se puede medir con reglas.

E8: ¢Por qué?

E7: no me resulta ninguna, mira, con ésta casicasi me sale (se refiere a que no logra medir
exactamente).

E8: Si, a ellos les salio (se refiere a otro grupo). iMira!, lo que pasa es que aquiesta corrido (se
refiere a que las marcas no son regulares) prueba con otra regla de otro grupo.

E7: ya (pide una regla con la misma graduacion a otro grupo).

E7: ahisi, son 8/12, pero a ellos les salié 7/12...

E8: ¢é? (se queda pensando)

e/: ah! Es que es este de acd (muestra la fraccion que estd a la izquierda de la linea) y no ésta
(la de la derecha)

E8: Si puh..éviste que resulta?

llustracion 33

24 . . . .
Las reglas son las micas que miden un yuany que han sido graduadas por algunos de los estudiantes en el
curso de la secuencia para cuantificar los trozos de yuan.
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Efectivamente, uno de los grupos no fue minucioso al construir algunas reglas y eso le trajo

problemas a la hora de medir las cintas. Por una parte, las lineas que marcan la graduacién estaban

trazadas con algunos milimetros de diferencia. Por otra, la fraccién estaba anotada en el trozo, no en

la linea, y eso producia confusion en el sentido de si considerar la fraccién escrita a laizquierda o ala

derecha de la linea respectiva.

Luego de que todos han terminado de expresar las mediciones con
una fraccién, se va haciendo una puesta en comun para contrastar
las expresiones encontradas, a través de esta fase de la actividad
los y las estudiantes deberan validar las formulaciones planteadas

en sus fichas.

llustracion 34

En la pizarra se han anotado previamente las mediciones compuestas hechas en la sesion anterior. Se

anotan los valores obtenidos por cada grupo en tres columnas consecutivas, y se reflexiona sobre las

diferencias.
Cinta Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
a) 4 13 7
15 15 g
b) = 1= B
15 15 15
c) - - -
1z 12 1z
d) 12 18 g
12 12 £
) 17 £ 17
12 12 12
f) 2 32 2
15 12 15
g) = 1 5
12 3 15
h) L0 2 22
12 12 12
) 20 1 18
12 12 12

Tabla 2
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Primer caso, cinta a):

P: éPuede pasar alguien del grupo 1 a comprobar su medicion?

12
E3:Sies— .
15

P: éPuede pasar alguien del grupo 2 a comprobar su medicion?

13
E5: Sies — .
15

P: éPuede pasar ahora alguien del grupo 3 a corroborar lo que midié?
E8: (pasa adelante) No, nos equivocamos porque es un poquito mds de g

; . . . 1a 13
P:ahl, (Y puede una misma cinta medir SV la vez?

GE: No

Al observar que dos grupos que han expresado la medida con distintas expresiones,
corroboran sus mediciones se produce desconcierto en los y las estudiantes.

P: A ver pasen los dos que pasaron antes y averigiien qué estd pasando.
E5 y E3: (miden con sus reglas en quinceavos)

13 .
E5: es 1= porque sobran dos quinceavos

. , , . 142
E3: éA ver? (mira con su regla) Si, sobran dos, pero aquidice =

E5: es lo mismo de antes, te estds fijando en de la derecha y ese no es, es mejor poner la

medida debajo de la rayita, mira (le muestra su regla). Pon tu regla aqui (le indica que la pose
sobre la cinta).

llustracion 35

. . . . , i3
Poniendo una regla bajoy otra sobre la cinta, observan que efectivamente la linea corresponde a 7.

E5: Tienes que fijarte en la de la izquierda.
E3: si, es mds fdcil cuando estd la medida debajo de la linea

En base alas formulaciones que han hecho los grupos se ven obligados a validar sus mediciones.
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La forma en que han anotado las fracciones en la regla incide en la medicidn. Es muy probable que el
“error” se deba al notable peso del significado de la fraccion como parte-todo. E3 pertenece al grupo
en el que pusieron tres trozos de un tercio al construir la regla, y a ello influyd en que hayan anotado
las fracciones de ese modo. En cambio, quienes lo hicieron repitiendo el trozo marcaron hasta donde
llegabay generaban la fraccién a partir del nimero de veces que la habian repetido.

Segundo caso, cinta b):

2

1%
Dos grupos anotaron y un grupo puso 1 "

P: éPuede venir alguien del segundo y tercer grupo con sus reglas?
E4y E9 salen adelante y miden
E4y E9: Es lo mismo sefiorita (formulacién)
P:éCémo?
E9: E Zh 2y hay = md
: Es que en - hay un yuan que son - y hay — mds.

GE: Esverdad.

Un estudiante del primer grupo pasa a verificar que efectivamente es asi, E9 le plantea que si son
guinceavos en un yuan hay quince, si son doceavos hay doce y asi sucesivamente...

llustracion 36

L C 13 4 .
Con esa explicacion estd validando =Y 1 T son lo mismo.

En las cintas c) y e) los tres grupos han anotado exactamente la misma medida y no se produce
controversia.
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Tercer caso, cintad)

4 18 g

=y 22
12”7 1zy &

P: éPuede ser que una misma cinta mida 1

GE: No

, . . ., 4 16 ) 16 1z 4
E9: Si, es lo mismo que vimos recién, 1 =V son lo mismo porque en = hay

12 ylz'

Los demads asienten rapidamente. E9 estd formulando una explicacién a la diferencia puntual, pero a
la vez esta generalizando lo descubierto en el caso anterior: cuando la medida es mayor que un
entero, se puede expresar con un entero y una fraccion o con una sola fraccién. Por lo tanto se esta
produciendo una situacion de institucionalizacién.

B
P: De acuerdo, pero, ¢y elg ?

Sale alguien del grupo 3
, iy ., B
E8: Si, también mide z
, 8 & 2z
E9: Es que ahi, en <~ hay -y —mds.
& £’ &
E4: (dirigiéndose a E8) trae tu regla.

. 2 . 4
El estudiante pone unaregla porsobre la otray comprueba que zes lo mismo que -

llustracion 37

Esta misma dindmica se genera en la discusion sobre las mediciones de la cinta h). La idea formulada,

. . . . . . . . . 1o .
validada e institucionalizada en las situaciones b) y d), les permite explicar que 17 es lo mismo

ue =
a 12’
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Cuarto caso, cintaf):
Esta vez, las diferencias en las mediciones, % y % , se explicaron por no haber ubicado la cinta de los

doceavos justo al inicio de la cinta blanca, y el estudiante constaté rapidamente su error.

llustracion 38

Quinto caso, cinta g):

. . ez . . 4 1 5
Para la cinta g) los grupos expresaron la medicidn con tres fracciones diferentes: =iV

P:éQué paso aqui?

E2: No sé

El: jYosél. Un doceavo es la mitad de un sexto, y un sexto es la mitad de un tercio, entonces
en un tercio caben cuatro doceavos.

E1 estd formulando nuevamente una idea que planted al inicio. El es quien jugd a establecer
equivalencias cuando estaban cuantificando las piezas.

E7: iComo?

E1: Mira, compruébalo con tus piezas. ¢ Te acuerdas cuando yo estaba jugando con los
celestes y vique dos celestes cabian en un verde?, como en un yuan cabian dos verdes, yo dije
que el celeste era un cuarto.

E7: De veras

E1 esta validando el procedimiento de comparar una medida con una segunda y luego la segunda
con una tercera, para finalmente comparar la primera con la tercera. En el fondo esta la idea de los
submultiplos de una medida.

Algunos asienten pero otros no parecen estar convencidos. Este tema se profundizara en la sesidn
siguiente.
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Por ultimo, en el caso de la cinta i) la dificultad era la misma que la de la cinta inicial (a): la forma de
anotar las fracciones en la regla. La diferencia de medicion fue planteada por el mismo grupo (grupo
1).

Finalmente la profesora cierra la sesion volviendo a la problematica inicial para sistematizar lo
abordado (institucionalizacion):

P: éQué hicieron para poder comunicar las mediciones con una sola expresion?
GE: medimos con las reglas

Se confirma la hipdtesis respecto a que los estudiantes utilizarian las reglas para expresar las
medidas compuestas a través de una sola fraccidn. Al consultarles acerca de las dificultades con las

gue se encontraron mencionaron aquellas relativas al uso y construccion de laregla:

El: algunas reglas nos confundian, sianotamos la fraccion al medio nos confundimos al
medir, es mejor ponerlo en la rayita.

E6: También habia que poner la rayita exactamente donde llegaba la fraccion, porque si no
mediamos mal.

E4: Y hay que poner la regla justo al inicio de la cinta...

La profesora plantea una pregunta para reforzar lo trabajado en la primera sesion respecto del
sentido de las fracciones:

P: Si las cintas hubiesen medido exactamente un yuan, o siesta cinta (muestra la cinta mds
larga) hubiese medido dos yuanes exactos, ¢ Habriamos necesitado las fracciones para medir?
GE: No

Por ultimo, se reflexiona en torno a las distintas formas de expresar una medida:

P: iExiste una sola manera de anotar la medicion?
GE: No, habia fracciones que eran iguales
P. iComo cudles?

g . 16
E5: ; era lo mismo que -

. , ., 16 . 4
E9: También se podia poner un yuan'y la fraccion, 5 6 lo mismo que 1 o

Es decir, en este ultimo momento de la sesidn, se institucionaliza la idea principal: las medidas
compuestas se pueden expresar como una sola fraccién, y se sistematizan precisiones relativas al

instrumento utilizado para medir (las reglas).

Surge laidea que indica que una cantidad mayor que un entero se puede expresar en forma
compuesta porun enteroy una fraccién, o sélo poruna fraccidon. Y emerge nuevamente la nocion de
equivalencia o igualdad entre fracciones que permite expresar una misma medida con fracciones
iguales que utilizan distinto referente. Como esta Ultima idea rompe con lo aprendido en el marco de
los nimeros naturales (distintas expresiones numeéricas expresan distintas cantidades), la siguiente
sesidn esta destinada a consolidarla.
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A través de esta actividad, los y las estudiantes han sumado fracciones que utilizan distintos
referentes sin utilizar el concepto suma, aunque parece estar presente, pues cuando anotaron las
mediciones compuestas en la primera sesién, dos de los tres grupos lo hicieron como suma
utilizando el signo “+” entre fraccién y fraccion.

Ficha 2, grupo 2.

Ficha 2, grupo 3.

llustracion 39

llustracion 40

Ficha 2, grupo 1.

llustracion 41

En sintesis, el propdsito de la segunda sesidn, que los y las estudiantes expresaran la medida de las
cintas con una sola fraccidn, se logré plenamente. En la fase de accion los y las estudiantes ocuparon
sus reglas para medir las cintas y de esa manera lograron formular las medidas con una sola
expresion fraccionaria.
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A partir de las diferentes expresiones formuladas por cada grupo se condujo un debate en el que los
estudiantes debieron validar sus afirmaciones, desechando algunas y adoptando otras. Mediante
este proceso los y las estudiantes vivenciaron una situacion de institucionalizacién en la que llegaron
a convenir que:

e Una expresién compuesta por varias fracciones se puede expresar como una sola fracciéon

e Existen expresiones distintas para comunicar una misma cantidad

e Una cantidad es mayor que un entero se puede expresar combinando un entero y una
fraccidn o como una sola fraccién

Simultaneamente establecieron algunas precisiones relativas a la construccién y uso del instrumento
de medicién:

o Lasreglas deben ser construidas anotando las lineas que la graddan con exactitud
La medida debe ser anotada justo bajo la linea

Para medir, es necesario alinear el comienzo de la regla con el comienzo de la cinta u objeto
a medir

Tercerasesion:

Tal como se sefalé anteriormente, el objetivo de esta sesiéon fue profundizar en la nocién de
igualdad o equivalencia entre fracciones, y que emergiesen la amplificacién y simplificaciéon como
procedimiento para generar fracciones iguales con distinto referente. Idea base para la posterior
construccién de un algoritmo para la suma.

La sesion comenzd retomando, mediante preguntas a los estudiantes, algunas ideas abordadas en
las sesiones anteriores.

P: iPara qué nos sirven las fracciones?
E7: para medir las cantidades que no son enteras

P: En una sesion anterior ustedes establecieron algunas equivalencias que tenemos aqui
anotadas. Muestra una pizarra en la que estdn registradas las siguientes igualdades

2 1
g 4
5 1
15 3
1_
4 12
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De esta manera se utilizaron algunas de las equivalencias establecidas anteriormente por los y las
estudiantes para problematizar en torno a los procedimientos que nos podrian permitir generar
fracciones iguales. En rigor es una fase de accion en la que se van realizando sucesivas
formulaciones:

) como esta otra

o | ka

P: ¢Qué operacion matemdtica nos permite expresar esta fraccion (

fraccion ( i )?

E1: dividimos en dos

P:équées lo que tendriamos que dividir en dos?

E7: la fraccion

P: ia qué se refieren con la fraccion? (toma dos trozos). Aqui tengo dos octavos (muestra los
dos trozos de color verde claro), si los divido en dos (hace la accion de separarlos) me queda
un octavo, éestdn de acuerdo?

GE: jSil

llustracién 42

llustracion 43

P: éme sirve eso para generar la otra fraccion?

GE: si

P:éporqué?

E2: porque la mitad de 2 es 1,y la mitad de 8es 4

P: pero siyo divido dos octavos en dos me queda un octavo, no me queda un cuarto...
E7: si es verdad

P:ésio no?

GE: si

Se ha producido un conflicto, pues los y las estudiantes notan que desde lo numérico estan
realizando una division, pero el significado de esa divisidon no es el usual (repartir).

Una estudiante intenta resolver el conflicto:

E6: lo simplifica

P: éiqué es simplificar, chiquillos?

E7: achicar

E6: achicar un numero, o sea achicar una fraccion

P: éachico la fraccion? ¢Un cuarto es mds chico que dos octavos?
GE: No
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P: (muestra dos octavos bajo un trozo de un cuarto) éestdn de acuerdo en que son lo
mismo?

GE: Si
P: entonces ¢qué hacemos?

E1: achicamos los nimeros con los que escribimos la fraccion, dividimos por dos los dos
numeros (pasa a hacer la simplificacion en la pizarra) (formulacidn)

P: éestamos dividiendo la fraccion o estamos dividiendo los numeros con los cuales
expresamos la fraccion?

GE: los numeros

Al problematizarlos en relacién con el significado de la simplificacion, los y las estudiantes se ven
obligados a precisar los alcances del procedimiento. Si bien lo corroboran constantemente con los
trozos, no les resulta facil asimilar que al dividir generan una fraccién igual.

Luego analizan la siguiente igualdad (cinco quinceavos es igual a un tercio). E1 estd complicado y la
verifica poniendo cinco quinceavos junto a un tercio, otra estudiante superpone la regla de los
quinceavos con la de los tercios, y el resto comienza a hacer lo mismo con las propias reglas. De esa
manera, observan que cinco quinceavos es lo mismo con un tercio y que diez quinceavos es lo mismo
que dos tercios. Implicitamente, se estd utilizando la nocidn de fraccién como razén.

P: écudntos quinceavos hay en un tercio?
E1: cinco

P: ¢y en dos tercios?

E1: mmmmbp... diez!

En este momento la profesora pretende que los y las estudiantes relacionen las fracciones
naturalmente, no mecanicamente, es decir que de la relacion ldgica, producto de la comparacién
observada, se desprenda el algoritmo de amplificacién o simplificacién para expresar fracciones
iguales.

E6: ah! ya sé sefiorita, se puede dividir por cinco mire: cinco dividido en cinco, una, y
quince dividido en cinco, tres

E2: o tres por cinco, quince, y uno por cinco, cinco

GE: hacia un lado se multiplica, hacia el otro se divide (formulacion)

P: éestamos dividiendo la fraccion?

GE: no, los nimeros con los que la escribimos no mds

E5: y en esa otra se multiplica por tres (se refiere a un tercio igual tres doceavos)

P: entonces, é¢se agrando la fraccion?

E5: (buscan trozos para verificarlo) No, quedd de igual medida
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Hasta ahora los y las estudiantes han verificado diversas igualdades tanto mediante el uso del
material concreto como mediante el trabajo numérico. Un estudiante pregunta cémo se pueden
generar fracciones iguales sin haber establecido previamente las igualdades:

E1: iy cdmo podemos hacerlo para encontrar una fraccion igual a ésta (se refiere a un
tercio) si ésta no estd (indica tres doceavos)?

P:icomo se podria hacer? En un cuarto caben tres doceavos, pero un cuarto también
caben otras fracciones

E4: los octavos

E6: si porque uno por dos, dos, y cuatro por dos, ocho: dos octavos.

En este momento se establece la posibilidad de que haya mas de dos fracciones iguales entre si,
los y las estudiantes comienzan a jugar generando fracciones mediante amplificacion, al
principio lo corroboran con el material concreto (validacion), pero progresivamente se van
desprendiendo de él hasta llegar a institucionalizar la amplificacion como técnica o
procedimiento valido para generar dos o mas fracciones iguales.

E6: entonces cuando simplificamos no achicamos la fraccion, es como resolverla de otra
manera pero en el fondo queda igual

P: exactamente

E3: y cuando amplificamos también queda igual.

En esta fase de la sesidn, la profesora sistematiza las ideas que han surgido:

o Simplificar no es achicar, ni amplificar es agrandar
o Cuando se amplifican o simplifican fracciones, las fracciones se expresan de otra manera
pero representan la misma cantidad (no cambian)

Y a continuacion les entrega una ficha individual para que trabajen la técnica que han
construido. La ficha 3 “buscando la misma fraccion” les plantea como desafio buscar cuatro

[T

3 1
E:E: :E-

expresiones distintas para expresar las siguientes fracciones:

En general, los estudiantes utilizaron el método de la amplificacién para generar las nuevas

fracciones, a excepcion de la fraccion 1z due fue simplificada, y luego amplificada, por tres de

los estudiantes. Por otra parte se observd un obstaculo didactico con las fracciones no unitarias:
como anteriormente habiamos trabajado con fracciones unitarias, un estudiante operd
aditivamente aumentando el numerador de uno en uno, y el denominador a través de sumas

sucesivas. Por ejemplo, cuando buscé la familia25 de 3 anoto sucesivamente
4 1 4 .
—=—=—=—="-- en los numeradores y - = =_—_-=-- en los denominadores,

obtienendo la misma familia que al operar multiplicativamente sobre la fraccion.

25 P . . . . . . ’
El término “familia” se refiere al conjunto de fracciones equivalentes entre si
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. - 3 , . 3 4 5 &
Pero cuando quiso generar la familia de = anoté sucesivamente - =" =7 en los
3 & 5 & . . .
numeradores y E- = e los denominadores, obteniendo fracciones que no son

iguales entre si.

Al cierre de la sesidn se realizan preguntas relativas al significado de la técnica de amplificar y
simplificar y se reflexiona acerca de la posibilidad de establecer infinitas fracciones iguales a una
dada.

P: épodrian haber escrito mds de cuatro fracciones iguales a cada una?
GE: si.

P: ¢éCudntas podian escribir?

E9: todas las que quisiéramos

E2: son infinitas, depende de cudntas veces amplifiquemos

P: éCudntas veces podemos amplificar?

GE: muchas, infinitas.

P: ¢y simplificar?

E1: depende de los numeros

E6: se tienen que poder dividir.

Ficha E5

Ficha E8

llustracion 44

llustracién 45

Ficha E3

llustracion 46
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De manera que en esta sesion, los estudiantes profundizaron la idea que indica que una fraccidon
puede serigual a otra a pesar de que estén expresadas de distintas maneras.

Exploraron respecto de qué procedimiento podia ser Util para generar fracciones iguales entre si.
Mediante interacciones sucesivas formularon y validaron la técnica de amplificacion y simplificacién
como procedimiento eficaz para generar fracciones iguales o “familias” de fracciones.

Comprendieron que simplificar no es achicar y que es distinto a dividir la fraccién. Asimismo, que
amplificar no es agrandar, ni es lo mismo que multiplicar la fraccién.

A través de esta sesidn, se fueron desprendiendo progresivamente del material concreto avanzando
hacia una situacion de mayor abstraccién en el momento de trabajo con la ficha 3.

Cuarta sesion

En esta sesion, los y las estudiantes establecieron un procedimiento para sumar fracciones sin
material concreto.

La clase comenzo cuando la profesora plantea que en una sesidn anterior, cuando midieron las
cintas c) y f), que estan pegadas en la pizarra, establecieron que:

1,1 7
2 12 1z
101 4
-t o=
5 15 15

Los y las estudiantes pasan a verificar con las reglas fraccionarias que efectivamente las cintas c)
y f) compuestas por las fracciones sefaladas en la pizarra, miden siete doceavos y cuatro
guinceavos respectivamente. A continuacién saca las cintas de la pizarra, les pide le entreguen
las reglas y les pregunta:

P: Si no tenemos las cintas ni las reglas y quiero hacer esa suma, icomo lo podemos
hacer?
El: con elyuan
E2: icomo era? camplificar y simplificar? (como pensando en voz alta)
Se produce un silencio, todos piensan en como hacer la suma...
P: Por ejemplo, iestamos de acuerdo en que un medio mds un doceavo me da siete
doceavos?
GE: si
P: si yo tapo aqui (tapa el primer sumando) ¢ Qué fraccion podria ir ahi para que sumado
con un doceavo nos dé siete doceavos?
P: éQué fraccion deberia ir aqui para que se cumpla que dicha fraccion mds un doceavo
nos dé siete doceavos?
E1yE6: jseis doceavos! (responden casisimulténeamente)
P: éestdn de acuerdo en que seis doceavos mds un doceavos nos da siete doceavos?
GE: jSi!
P:0Ok, ¢y qué podemos hacer para expresar un medio como seis doceavos?
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Piensan unos instantes hasta que un estudiante da la respuesta esperada

E2: amplificar, porque uno por seis me da seis y dos por seis me da doce
P: éestdn de acuerdo con el procedimiento de E2?
GE: jSil
La profesora le pregunta cémo supo que tenia que amplificar por seis y E2 responde que, fue

probando, amplificando un medio formando la familia de fracciones iguales hasta que lo
descubrid. Les pregunta si pueden usar ese procedimiento en la otra suma y responden que si

P: Siyo tapo aqui (tapa el primer sumando) équé fraccion podria ir aqui?

E6: Tres quinceavos.

E2 dice tres mds uno, cuatro, quince mds quince...Lo interrumpe E6 y dice es que cuando

los denominadores son iguales no se suman. La profesora le pregunta por qué.

E6: Es que asi nos dijeron.

E2: Nunca nos dicen por qué.

P: Pensemos por qué.

E1: porque los dos son quinceavos, y tres quinceavos mds un quinceavo son cuatro

quinceavos

E4: jde veras!

P: éles parece logico?

GE: jSil
Los y las estudiantes ya saben como pueden resolver sumas sin el apoyo del material concreto. Hasta
ahora se habian apoyado en sumas resueltas con el material concreto (reglas) para generar un
procedimiento. En ese momento la profesora les plantea una suma cuyo resultado no conocen:
1

3 . . A .
3 + — vy un estudiante pasa a resolverlo aplicando el procedimiento ya descrito.

llustracion 47

A continuacion, les pregunta si les parece un procedimiento util y si lo comprenden. Los y las
estudiantes sefialan que si. Les entrega la ficha 4 que contiene cuatro sumas para que cada uno
valide el procedimiento construido colectivamente.

Resuelven las sumas de la ficha sin mayor dificultad, y luego se realiza una puesta en comun del
trabajo realizado en la que cada estudiante explica el procedimiento utilizado para resolver las

sumas.
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Ficha E5

- T
- -
llustracion 49
Ficha E2

Ficha E8

llustracién 51

Finalmente, se le pidid a cada grupo que describiese el procedimiento construido, pero sélo uno de
los grupos logré redactar por escrito lo que pensaban:

llustracion 52

En esta fase de la secuencia, los y las estudiantes trabajaron con un mayor grado de abstraccion, y
utilizaron los conocimientos construidos en las sesiones anteriores para construir un procedimiento
para sumar.



Quinta sesion:

La sesion comienza cuando la profesora le pide a un estudiante que resuelva en la pizarra la suma

1 3 . , . . -
?1+ 1z Para, a partir de alli, pedirle al grupo en general que expliquen el procedimiento para sumar

fracciones que han construido, de manera que cualquier compafiero de su curso pudiese entender.

Considerando las dificultades de redaccion observadas en la clase anterior, les da la frase inicial
“Cuando queremos sumar fracciones que utilizan distintas medidas”. La profesora guia el proceso
escuchando, contrastando, haciendo preguntas, y cerciordndose de que estan todos de acuerdo. A
medida que los y las estudiantes van conviniendo ideas, las va anotando en la pizarra.

E2: podemos buscar la familia de la fraccion... (piensa en voz alta) icomo se puede expresar

. . . . . . 1
esa fraccion, la primera fraccion? (se refiere a p )

E5: la fraccion mds chica...

E2: émds chica, estds segura que es mds chica?

P: (lo parafrasea) énecesariamente es mds chica?

E6: 0 sea puede ser chica, pero no necesariamente...

E2: pongamos “la familia de cualquier fraccion”

E6: o de cualquier sumando...

P: éestdn de acuerdo en la familia de cualquier sumando?

GE: Si

P:équé mds, para qué buscan la familia?

E5: para que tengan igual denominador

E6: para que tengan igual medida

P: para que tengan igual denominador dice E2 y para que tengan igual medida dice E6, équé
piensan?

E2: (piensa en voz alta) Sifuera igual medida estarian...

P: ééstas quedaron con la misma medida? (indica la suma inicial)

=1

. . . ., . 13 . .
E2: si fuera igual medida, medirian lo mismo, y 20 gno mide lo mismo que -

. . 3 5 . .
P: tiene razon E2, pues =V n° miden lo mismo...

27 1z
P: pero usan la misma unidad de medida, porque los dos utilizan doceavos, éestdn de
acuerdo?
GE: Si
E6: ponga alliarriba también (se refiere a la pizarra) unidad de medida.

La profesora reformula la definicién anotada en la pizarra: cuando- queremos swmow fracciones
que utiligowv distinto medbitter unidad, der medida, podemos buscar la familiov de
cuadquier sumando, paraw que tengowy igual medhiebo..
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P: ipuede ser denominador o unidad de medida para que queden las dos ideas?

GE: Si

E2: esa palabra es nueva, yo no la conocia.

P: Si, casi nunca la usamos con las fracciones, ¢les parece importante usarla con las
fracciones?

Asienten con la cabeza

E6: Nisabiamos para qué se tenian que igualar los denominadores.

P:éy ahora lo descubriste?

E6: Si

Los demas asienten con la cabeza dando cuenta de que también establecieron esa relacién.

Durante este proceso, los y las estudiantes institucionalizan el conocimiento. Asumen el significado
de un saber elaborado por ellos a través de sucesivas situaciones de accidn, formulacién y validacidn
vividas tanto en las sesiones precedentes, como durante la construccion misma de esta definicién. Es
un proceso de establecimiento de una convencidn matematica, en este caso convienen el siguiente
procedimiento para sumar fracciones:

llustracion 53

Ademas se produce una resignificacién tanto del concepto como del procedimiento, al comprender
la fundamentacion de un paso presente en cualquier algoritmo aditivo: la necesidad de igualar los
denominadores para sumar fracciones.

A continuacidn los y las estudiantes son desafiados a resolver una ficha que contienen seis sumas de
fracciones. En dos de ellas [ 5) y 6) ] basta con buscar una nueva manera de expresar una de las
fracciones para resolver la suma. Las cuatro restantes, plantean una nueva situacién, ya que al ser los
denominadores primos entre si, o tener sélo un factor en comun, es necesario trabajar con los dos
sumandos para buscar una forma comun de expresarlas.

109



El primer conflicto se presenta cuando un estuidiante se da cuenta de que el procedimiento de
amplificar la fraccion con denominador mas pequenio, no le permite solucionar el problema

E2: Me paso
P:éCémo?
E2: aqui me paso (muestra que 8 es mayor que 6) J
P:¢éYsisigues? llustracién 54
. 1z 3
E2: [escribe — = —- = —]me paso de nuevo
4 8 1z

P: équé otra cosa puedes hacer?, ya buscaste la familia de un cuarto..
E2: puedo probar con la de dos sextos, pero me voy a pasar mds
Deja la suma inconclusa, revisa la fichay comienza a resolver lasuma n° 5.

Tal como se esperaba, los estudiantes resuelven rapidamente los casos ya conocidos, y se
problematizan frente a los demas.

Anverso y reverso dela Ficha 5 resuelta por E5

llustracién 55

llustracién 56

En general exploraron buscando la familia de fracciones de uno de los sumandos, y al ver que no
conseguian expresarla en términos de la otra, prueban buscando la familia de la otra fraccion.

En ese momento, se dan cuenta de que en ambas familias hay una expresiéon que utiliza un mismo
referente y amplian el método construido en la sesidon anterior.
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Anverso y reverso dela Ficha 5 resuelta por E6

llustracién 57

llustracion 58

En la puesta en comun, se generaliza el procedimiento. E2 cuenta el conflicto vivenciado inicialmente
y sefiala que después de resolver la 5) y la 6) volvié al primer ejercicio y al desarrollar la familia de la
segunda fraccion se dio cuenta que en ambas familias habian doceavos.

A partir de diversos relatos, los y las estudiantes amplian la definicién construida al inicio, sefialando
pueden buscar la familia de uno o de varios sumando que tengan el mismo denominador o unidad
de medida.

La profesora cierra la secuencia destacando el hecho de que desarrollaron un procedimiento para
sumar fracciones comprendiendo qué es lo que hacen en cada fase. Y un estudiante agrega:

E6: porque antes no sabiamos, antes no sabiamos por qué habia que hacer cada paso.
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5 Resultados de la experiencia didactica

Considerando las distintas fases de esta investigacidon acerca de la resignificaciéon de la operatoria
aditiva con fracciones podemos establecer los siguientes resultados:

En cuanto al uso de la fraccién y a la funcionalidad del conocimiento, se logré que las y los
estudiantes utilizaran la fraccion como un objeto matematico que les fue funcional para cuantificar
medidas no enteras, reviviendo la emergencia histérica del concepto. Por otra parte, se logré que la
adicién surgiese como respuesta natural a un problema de composicion, en este caso, la operacion

permitio (o sirvié para) expresar una medida compuesta como una sola fraccion.

En cuanto a la interpretacion del concepto, se amplié la concepcién de fraccion como expresion de
una parte de un todo, hacia una concepcion en la que la fraccidén expresa “a” veces de una unidad de
medida que se ha dividido en “b” subunidades (tres cuartos es tres veces un cuarto). En la
construccidn de equivalencias se utilizdé la nocidn de razén al establecer si en un tercio hay cinco

guinceavos, entonces, en dos tercios hay diez.

En relacion con la comprension del algoritmo, se logré que los y las estudiantes comprendiesen
cudles son los pasos necesarios, y en qué orden deben ser realizados para poder obtener el
resultado de la adicion de fracciones. Para ello fue fundamental la comprensién de asuntos relativos
a la naturaleza de la fraccién. Especificamente los y las estudiantes comprendieron la nocién de
equivalencia entre fracciones, rompiendo con la extensién de la relaciéon ya conocida entre los
numeros naturales que indica que si dos nimeros se escriben de manera distinta, expresan
cantidades diferentes. Por otra parte comprendieron que era necesario expresar las fracciones en los
mismos términos para poder efectuar la suma mediante conteo, este conocimiento les permitié
simultaneamente construir y fundamental el algoritmo.

AUn cuando el proceso de convencion matematica, se presentd en un momento muy acotado de la
secuencia, fue fundamental para posibilitar la construcciéon comprensiva del algoritmo. El objetivo de
dicho proceso es lograr una integracion sistémica de un conjunto de conocimientos. Surgid
especificamente en el momento previo a la formulacion del algoritmo, cuando los y las estudiantes
deben establecer cual es el valor conveniente que debe asumir una determinada fraccion, para

7

. . . 11
mantener la coherencia de la suma. Es decir, conocido que :+1_"=F (dado que los y las

estudiantes lo han establecido previamente trabajando con el material concreto) los y las

. . 1 B
estudiantes convienen que el valor de ~ debe ser_
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De manera que para construir un algoritmo que permita sumar, se partié de la relacidn inversa:
resuelta la suma, establezco un procedimiento para realizar la operacién sin tener que recurrir al
material concreto. O conocido el destino, establezco un camino alternativo parallegar a él.

En relacién con la resignificacidn esta se vivencia en distintos momentos de la secuencia. En las dos
primeras sesiones cuando se reconceptualiza a la fraccion como un objeto que nos sirve para
expresar cantidades no enteras. Se produce un desplazamiento del significado parte-todo como
referente exclusivo, al descubrir que la fraccién tiene un sentido distinto de expresar el nimero de
partes “pintadas” o “consideradas” de un entero dividido en partes iguales. En la tercera sesién se
resignifica la nocion de equivalencia, esta vez la resignificacion no implica un cambio de significado,
pues una fraccién equivalente a otra sigue siendo aquella que expresa una misma cantidad con otros
términos. Sino que se resignifica mediante la comprension profunda de dicho significado para
enriquecerlo, problematizando el concepto no sélo a partir de su definicién sino de los
procedimientos asociados a él. Ello se abordd en esta sesion explorando y problematizando las
relaciones equivalencia-igualdad; amplificar-agrandar-multiplicar; simplificar-achicar-dividir. A través
de la cuarta y la quinta sesidn, se produce la resignificacion del algoritmo. Tal como sefialamos en un
parrafo precedente, fue fundamental que los y las estudiantes lograsen establecer que es necesario
expresar las fracciones en los mismos términos para poder efectuar la suma mediante conteo, ello
explica la necesidad de igualar los denominadores contenida en los diversos algoritmos para sumar
fracciones. De manera que no sélo construyeron un algoritmo con fundamentos matematicos, sino
que pudieron establecer relaciones con los procedimientos previamente conocidos, que dotaron de
sentido a los diversos pasos que los componen.
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6 Conclusiones

A través de esta investigacion hemos desarrollado uno de los temas que arrastran variadas
dificultades de aprendizaje en el sistema escolar: la operatoria aditiva con fracciones. Considerando
que lafraccién es un objeto matematico que por sus multiples usos, por los diversos contextos que le
dan vida, y por sus variadas interpretaciones se ha transformado en una nocién compleja, nos
propusimos como desafio responder la siguiente pregunta de investigacion:

¢Qué caracteristicas deberia tener una propuesta didactica que busque resignificar el algoritmo para
operar aditivamente con fracciones promoviendo la comprensién tanto del concepto como del
propio algoritmo?

Una propuesta didactica vive al interior de un sistema didactico y por lo tanto es preciso considerar
larelacidn entre los distintos actores del sistema: el estudiante, el profesory el saber.

El saber se hizo presente en el aula en la forma de una situaciéon didactica construida por el profesor,
pero vivida también protagénicamente por el estudiante. El objetivo final de la secuencia era logra la
resignificacion del algoritmo aditivo por parte de los estudiantes. Para ello, se utilizd como eje
articulador la comprension del concepto para una construccidon comprensiva de un procedimiento. A
través de la investigaciéon se pudo constatar que son dos aspectos que estan intimamente
interrelacionados y que la consecucién de uno es un antecedente necesario para la consecucién del
otro.

Algunos aspectos destacados relativos a la comprensién del concepto que se pudieron establecer a
partir de este estudio fueron la comprension de la fraccion como medida, la comprensién de la
nocién de equivalencia de fracciones, y de los procedimientos para generar fracciones equivalentes.

Una de las primeras dificultades que presentan los estudiantes es con la idea de parte-todo en
contextos en que las partes superan al todo. La existenda de fracciones mayores que un entero es un
aspecto dificil de explicar, dado que la uUnica funcionalidad conocida hasta el momento de las
fracciones es que permiten representar una parte de un todo. Las actividades presentadas en la
secuencia permitieron conflictuar estas concepciones iniciales e iniciar el trabajo de una
conceptualizacion mas robusta de las fracciones que posibilitaron a las y los estudiantes ampliar el
concepto de fraccidén en tanto objeto que permite expresar cantidades no enteras.

Otra de las dificultades relativas a la naturaleza de la fraccion es que hasta antes de enfrentarse a
esta secuencia, los y las estudiantes han tenido como gran referente el trabajo con numeros
naturales, lo que les provoca una gran dificultad cuando se desea comprender la fraccién como un
solo objeto matemadtico. Los estudiantes suelen ver a la fraccién como dos nimeros separados,
ddndole a cada uno un significado distinto, muy asociados al significado parte-todo: el numerador se
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relaciona con el niumero de partes consideradas y el denominador con el nimero de partes en las
que se ha dividido el entero. Por otra parte, para comprender y asimilar la nocidn de equivalencia
entre fracciones, deben romper con la idea construida en el contexto de los nimeros naturales en el
sentido de que dos numeros escritos en forma distinta representan cantidades diferentes. Esta
concepcidn relacionada al trabajo con naturales dificulta la comprensién de que dos fracciones
expresadas con distintas cifras puedan ser “iguales” (equivalentes), considerando que una utiliza
“ndimeros” mayores o menores que la otra. Por ultimo, los procedimientos que permiten generar
fracciones equivalentes, también generan contradicciones. Si consideramos ademas el hecho de que
dichas fracciones iguales pueden ser vistas como el producto de la multiplicacion o divisién de
numerador y denominador por algun factor o divisor respectivamente, se conflictia aun mas la idea
de la igualdad. Esto se relaciona y se explica porque en los numeros naturales, la multiplicacién se
asocia a una suma iterada, con lo cual el producto cuando ambos factores son distintos de uno,
siempre es una cantidad mayor a cada uno de los factores por separado. Asimismo, la divisidn se
asocia con una resta iterada, de manera que el cociente, siempre es menor que el dividendo.

En relacion con la comprension del algoritmo constatamos que la interpretacion de la fraccion como
medida es propicia para la construccion de un algoritmo aditivo. Por una parte, porque permite
abordar con mucha naturalidad situaciones problematicas que son resueltas mediante adicién. Por
otra, porque la contextualizacién en una situacion concreta permite realizar las sumas con material
concreto para, mediante un proceso de abstracciones sucesivas, llegar a establecer un
procedimiento estandar para efectuar la suma.

En cuanto a la organizacidn de las secuencias didacticas segun la accién que realizan los estudiantes
pudimos observar que éstas se producen a nivel micro, pues en relacién con el objetivo de cada
sesidon, al interior de cada una de ellas se produjeron los distintos tipos de situaciones
experimentales propuestas por Brousseau. Pero, si observamos la secuencia globalmente en
relacion con el propdsito de resignificacién del algoritmo, podemos sefialar que las primeras tres
sesiones corresponden fundamentalmente a situaciones de acciéon, en las que los y las estudiantes
exploran y amplian la naturaleza del concepto, para posteriormente, a través de la cuarta y quinta
sesidon, producir situaciones de formulaciéon y, validacion e institucionalizacién del procedimiento

construido.

El profesor juega un rol relevante en una propuesta de este tipo, pues se requiere una intervencién
muy concreta y especifica parte suya, para procurar que los estudiantes logren los objetivos
relativos a cada fase. La labor del profesor en la secuencia es asegurarse de que las situaciones
problematicen realmente a las y los estudiantes, de manera que éstos se vean impelidos a buscar
resolver dichos conflictos mediante la generacidon de nuevos conocimientos. Es pre ciso estar atento a
cada acciodn, a cada pregunta, romper las convenciones establecidas previamente para dar paso a la
ampliacion de los significados. Por otra parte debe requerir de los estudiantes, las razones que
fundamenten sus afirmaciones, en ocasiones contradecirlos para que busquen maneras de validar lo
que han formulado. De esta forma, el docente estard incentivando la generacidn de discursos
argumentativos por parte de los y las estudiantes.
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En los distintos momentos de la secuencia, los y las estudiantes se enfrentaron a situaciones que los

problematizaron y frente a las cuales debieron buscar respuestas sujetas a las condiciones presentes

en la situacién. Dicha dindmica les permitid participar protagénicamente en las situaciones de

aprendizajes por cuanto eran ellos mismos quienes debian explorar, proponer, y argumentar las
soluciones a los problemas planteados. Por otra parte debieron desarrollar un razonamiento

argumentativo, y lo mas importante, lograron resignificar los conceptos y procedimientos en juego

en cada una de las fases de la experiencia.

Por lo tanto, ¢Qué caracteristicas deberia tener una propuesta didactica que busque resignificar el
algoritmo para operar aditivamente con fracciones promoviendo la comprensién tanto del concepto

como del propio algoritmo?

v
v

Debe considerar la relacion entre los distintos actores del sistema.

Debe articular la comprensién del concepto de fraccion para poder construir
comprensivamente un procedimiento aditivo y resignificar los algoritmos aditivos ya
conocidos.

Debe considerar un significado de la fraccién que permita construir un algoritmo con
sentido, en este caso, utilizamos la nocion de fraccion como medida en un contexto
aditivo, y en menor grado, la nociéon de fraccion como razdon para establecer las
equivalencias.

Deber abordar las contradicciones que surgen con la idea de parte-todo en contextos en
que las partes superan al todo.

Deben abordar otros obstaculos epistemoldgicos derivados de la extensiéon de la
naturaleza de los nimeros naturales hacia las fracciones, especificamente:

o lasfracciones son untipo de nimeroy no un nimero compuesto por otros dos.

o dos fracciones expresadas con distintas cifras puedan ser “iguales”

o al amplificar, la multiplicacién de cada uno de los términos no aumenta el valor
de la fraccidn, sino que genera otra de igual valor. Es decir, en el contexto de la
amplificacién, la multiplicacion no puede interpretarse como una suma iterada.

o al simplificar, la divisidn de cada uno de los términos no disminuye el valor de la
fraccidon, sino que genera otra de igual valor. Es decir, en el contexto de la
simplificacion, la division no puede interpretarse como un reparto no como una
restaiterada

En una secuencia didactica, pueden producirse distintos tipos de situaciones
experimentales segln el nivel de andlisis: al interior de una sesién, o a través de la
secuencia completa.

El rol del profesor, como conductor de una secuencia didactica, es muy relevante. En todo
momento debe resguardar las condiciones para que los y las estudiantes vivan las
problematizaciones, y los pongan en una situacién tal que deban explorar, formular y
validar respuestas a dichos problemas.

Los estudiantes deben gozar de espacios de participacidon, entendidos estos como la
posibilidad de actuar genuinamente (es decir, no sélo hacer lo que el docente espera que
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haga), de formular, argumentar y comunicar sus ideas, de ser escuchados y considerados
en lainstitucionalizacion del conocimiento abordado.

Algunas consideraciones

Es preciso sefalar que esta secuencia se aplicd en una situacidon experimental, con estudiantes de 11-
12 afos de una escuela municipal de educacién basica en Santiago de Chile, por lo tanto las
situaciones podran variar si se aplican en otros contextos: con estudiantes de otras edades, con otros
conocimientos previos, en otro contexto sociocultural, etc.

Por otra parte, a través de la investigacion fue posible apreciar la enorme importancia de los
procesos de comunicacidon de aula. En general, los docentes no estamos acostumbrados a brindar
espacios de construccion de conocimiento a los estudiantes, a dejarlos dudar, a darles tiempo para
que descubran sus errores, para que superen sus contradicciones, para que elaboren propuestas y
las argumenten. Con frecuencia apuramos el proceso dandole pautas expresas, sefialando el error y
el por qué del error, no escuchando aquellas intervenciones que consideramos poco relevantes en
relacidon con el camino que queremos transitar, pero que pueden resultar muy relevantes si seguimos
la linea de reflexién que quiere seguir el estudiante. Una secuencia didactica tiene ese doble filo:
como tenemos predisenado qué es lo que queremos que ocurra, podemos tender a no salirnos del
carril y desaprovechar instancias de desarrollo matematico. Es importante que tengamos claro qué
queremos lograr, pero también es importante ser flexibles para considerar todo aquello que
podiamos no haber previsto y que puede formar parte importante del conocimiento que queremos
construir.

Por ultimo queremos sefialar que esta propuesta representa un aporte puntual a la construccion del
concepto de fraccion como numero racional. Para llegar a consolidar la comprension de una nocién
tan compleja, es preciso abordarla desde los distintos usos y contextos que han originado sus
diversos significados. En esta ocasidn, quisimos brindar una alternativa que permita la resignificacion
del algoritmo aditivo, y la ampliacidon del concepto de fraccién desde el significado parte-todo al
significado de fraccién como medida. En ese sentido, nos parece que alin queda mucho por hacer. El
trabajo con las operaciones multiplicativas, especificamente de la divisidon, presenta aun mayores
desafios por cuanto su uso social determina que sea menos natural asociar la operacién con una
situacidn problematica en la que el divisor deba ser una fraccidn, y porque el algoritmo de la divisién
suele ser ensefiando en forma mas mecanicista y menos argumentada que el de la adicién.
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